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Introduccion

La asignatura de Estadistica esta dirigida a los estudiantes del grado de Infor-

macién y Documentacion.

Los estudios de Informaciéon y Documentacion ofrecen multiples salidas pro-
fesionales desde el trabajo en centros de informacion (bibliotecas, mediatecas,
centros de documentacion, archivos), hasta la gestion de informacion en or-
ganizaciones del sector privado o publico (andlisis de la informacién, gestion
documental, gestiéon de contenidos, arquitectura de la informacién, webmas-

ter) y la gestion de sistemas de informacion.

En general, la estadistica se ha convertido en una herramienta imprescindible
en el campo de las ciencias sociales, en los trabajos de investigacion y a la hora
de desarrollar profesionalmente tareas relacionadas con la gestion, la interpre-

tacion de datos y la toma de decisiones.

En el marco concreto de las competencias que tiene que desarrollar un gestor
de la informacion y de la documentacion, la estadistica es un instrumento

muy util, sea cual sea el campo profesional que se quiere desarrollar.

Estos materiales introducen los conceptos estadisticos més necesarios para su
formacion, utilizando un enfoque practico y aplicado. En este sentido, se da
prioridad a la adquisicién de conceptos y métodos aplicados, evitando el uso
de un excesivo formalismo matematico. A priori, no se necesitan conoci-
mientos previos de estadistica, ya que esta asignatura se tratara desde cero y

suponiendo que el estudiante no ha trabajado nunca en este campo.
El material didactico est4 constituido por cinco modulos:

1. Estadistica descriptiva, que incluye una introduccién a la estadistica y a la
descripcion de datos mediante tablas, graficos y estadisticos, asi como al

concepto de probabilidad y de distribucién de probabilidad.

2. Inferencia de informacién para una poblacion, que incluye distribuciones,

intervalos y contrastes.

3. Inferencia de informacién para dos poblaciones, sobre los contrastes de hi-

potesis para dos poblaciones.

4. Relacién entre variables: causalidad, correlaciéon y regresion, que incluye

modelos de regresion simple (lineales, cuadraticos y ctibicos).

5. Introduccioén al disefio y andlisis de encuestas, sobre las aplicaciones esta-

disticas a la seleccion de muestras y al andlisis de cuestionarios.
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Objetivos

El objetivo fundamental es introducir al estudiante en el uso de la metodolo-

gia estadistica para describir y compilar datos, construir muestras aleatorias

validas, comprobar hipoétesis y elaborar modelos estadisticos.

A grandes rasgos, las competencias que se pretenden alcanzar son:

1.

Entender la importancia de la estadistica en la sociedad moderna.

Aprender a organizar y resumir de forma descriptiva un conjunto de datos
de una muestra mediante graficos, tablas de frecuencias y estadisticos.

Comprender el concepto de probabilidad de un acontecimiento y descu-
brir sus principales propiedades y aplicaciones.

Conocer las principales distribuciones estadisticas que se usan para mode-
lar el comportamiento de variables discretas y continuas, y utilizarlas en
pruebas de hipotesis.

Aplicar e interpretar la inferencia estadistica en poblaciones.

Entender la importancia de las encuestas y los cuestionarios en la sociedad

de la informacién y conocer su elaboracién y aplicacion.

. Aprender a usar software estadistico y de anélisis de datos como instru-

mento basico en la aplicacién practica de los conceptos y las técnicas es-

tadisticas.
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Introduccion

Las sociedades modernas son ricas en datos: la prensa escrita, la television y la
radio, Internet y las intranets de las organizaciones ofrecen cantidades inmen-
sas de datos que pueden ser procesados y analizados. Esto convierte a la esta-
distica en una ciencia interesante y atil puesto que proporciona estrategias y
herramientas que permiten obtener informacién a partir de dichos datos. Ade-
mas, gracias a la evolucion de la tecnologia (ordenadores y software estadisti-
co) hoy en dia es posible automatizar gran parte de los calculos matematicos
asociados al uso de técnicas estadisticas, lo que permite extender su uso a un
gran rango de profesionales en &mbitos tan diversos como la biologia, las cien-

cias empresariales, la sociologia o las ciencias de la informacién.

La préctica de la estadistica requiere aprender a obtener y explorar los datos —tan-
to numéricamente como mediante graficos—, a pensar sobre el contexto de los
datos y el disefio del estudio que los ha generado, a considerar la posible in-
fluencia de observaciones anémalas en los resultados obtenidos, a discutir la
legitimidad de los supuestos requeridos por cada técnica y, finalmente, a va-
lidar la fiabilidad de las conclusiones derivadas del andlisis. La estadistica requiere
tanto de conocimientos sobre los conceptos y técnicas empleados como de la su-
ficiente capacidad critica que permita evaluar la conveniencia de usar unas u
otras técnicas segln el tipo de datos disponible y el tipo de informacién que

se desea obtener.

En este médulo inicial de la asignatura, se examinan los datos procedentes de
una Gnica variable: en primer lugar se explica coOmo organizar y resumir dichos
datos, tanto numérica como graficamente (estadistica descriptiva); en segun-
do lugar, se introducen los conceptos basicos asociados con la idea de proba-
bilidad; finalmente, se presentan algunos modelos matematicos que permiten
analizar el comportamiento de algunas variables.
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Objetivos

Los objetivos académicos que se plantean en este médulo son los siguientes:
1. Entender la importancia de la estadistica en la sociedad moderna.

2. Aprender a organizar y resumir un conjunto de datos procedentes de una
variable mediante graficos, tablas de frecuencias y estadisticos descriptivos.

3. Comprender el concepto de probabilidad de un suceso y descubrir sus prin-
cipales propiedades y aplicaciones.

4. Conocer las principales distribuciones estadisticas que se usan para mode-
lar el comportamiento de variables discretas y continuas.

5. Saber calcular probabilidades asociadas a cada una de las distribuciones in-
troducidas.

6. Aprender a usar software estadistico o de analisis de datos como instrumen-
to basico en la aplicacion practica de los conceptos y técnicas estadisticas.
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1. Introduccion a la Estadistica

La Estadistica es la ciencia que se ocupa de obtener datos y procesarlos para
transformarlos en informacién. Es, por tanto, un lenguaje universal amplia-
mente utilizado en las ciencias sociales, en las ciencias experimentales, en las
ciencias de la salud y en las ingenierias. Las Tecnologias de la Informacién y
la Comunicacién (TIC) han incrementado notablemente la produccion, dise-
minacién y tratamiento de la informacién estadistica. En particular, Internet
es una fuente inagotable de datos que pueden ofrecer informacion y, a partir
de ella, conocimiento. Por otra parte, la constante evolucién de los ordenado-
res personales y de los programas informaticos de estadistica y analisis de
datos posibilita y facilita el analisis de grandes cantidades de datos mediante
el uso de técnicas estadisticas y de mineria de datos. En la Sociedad de la In-
formacién se hace pues imprescindible disponer de un cierto conocimiento
estadistico incluso para poder comprender e interpretar correctamente los in-
dicadores econémicos (IPC, inflacion, tasa de desempleo, Euribor, etc.), los indi-
cadores bibliométricos (factor de impacto de una revista, cuartil en el que se sitta,
vida media de las citas recibidas, etc.) o los indicadores sociales (esperanza de
vida, indice de alfabetizacion, indice de pobreza, indicador social de desarrollo
sostenible, etc.) a los que frecuentemente se hace referencia en los medios de

comunicacion.

El campo de la Estadistica se puede dividir en dos grandes 4reas: la estadistica

descriptiva y la estadistica inferencial (figura 1).

Figura 1. Estadistica descriptiva y estadistica inferencial

Poblacién de individuos

Muestra
@ @ @ Seleccién
@ aleatoria
@ @ ® ¢ @ * o
@ @]
® N
\Individuo

Iy
I
I
I
I
I
I
I
I
|

Estadistica
descriptiva

Informacion Informacion
sobre sobre la
laci P
la poblacién Estadistica muestra
inferencial

La estadistica descriptiva se ocupa de la obtencién, presentacion y descripcion

de datos procedentes de una muestra o subconjunto de una poblacién de in-

dividuos. Por su parte, la estadistica inferencial usa los resultados obtenidos

Nota

Las agencias gubernamentales,
como el Instituto Nacional de
Estadistica (INE) o el Eurostat

proporcionan datos sobre casi
cualquier dmbito socioeconé-
mico.

Software estadistico

En la actualidad existen exce-
lentes programas informati-
cos para el analisis estadistico
de datos. Algunos ejemplos
son: MINITAB, SPSS, MS Excel,
SAS, R, S-Plus, Statgraphics o
Statistica.
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mediante la aplicacion de las técnicas descriptivas a una muestra para inferir

informacion sobre el total de la poblacion a la que pertenece dicha muestra.

Algunos términos basicos

Alo largo de este material se usaran abundantes términos estadisticos, muchos
de ellos bastante conocidos. A continuacién se presentan y revisan algunos de

estos términos basicos que conviene entender bien:

e Poblacién: colecciéon o conjunto de elementos (individuos, objetos o su-
cesos) cuyas propiedades se desean analizar. Ejemplos: (a) los estudiantes
universitarios de un pais; (b) el conjunto de periédicos en Internet; (c) el

conjunto de revistas indexadas en el Science Citation Index (SCI), etc.

e Muestra: cualquier subconjunto de elementos de la poblacion. Ejemplos:
(a) los estudiantes de una determinada universidad; (b) los periédicos en
linea centrados en aspectos econémicos; (c) las revistas indexadas en el SCI

de una determinada editorial, etc.

e Muestra aleatoria: muestra cuyos elementos han sido escogidos de forma
aleatoria. Ejemplos: (a) un subconjunto de doscientos estudiantes escogi-
dos al azar (mediante el uso de nameros aleatorios) de entre todos los ma-
triculados en universidades de un pais; (b) un subconjunto de cincuenta
periddicos en linea escogidos al azar; (c) un subconjunto de quince revistas
indexadas en el SCI escogidas al azar, etc.

e Marco del muestreo: lista que contiene aquellos elementos de la poblacion
candidatos a ser seleccionados en la fase de muestreo. No necesariamente co-
incidira con toda la poblacién de interés, ya que en ocasiones no sera posible
identificar a todos los elementos de la poblacién. Ejemplos: (a) lista de todos
los estudiantes matriculados en universidades de un pais en un semestre con-
creto; (b) relacién de periédicos en linea disponibles en un momento dado;

(c) lista de todas las revistas indexadas en el SCI en un afio especifico, etc.

e Variable aleatoria: caracteristica de interés asociada a cada uno de los ele-
mentos de la poblacion o muestra considerada. Ejemplos: (a) la edad de
cada estudiante; (b) el namero de visitas diarias que recibe cada peri6dico
en linea; (c) el factor de impacto de cada revista, etc.

e Datos u observaciones: conjunto de valores obtenidos para la variable de in-
terés en cada uno de los elementos de la muestra. Ejemplos: (a) las edades re-
gistradas son {25, 23, 19, 28...}; (b) las visitas diarias registradas son {1326,
1792, 578, 982...}; (c) los factores de impacto registrados son {2,3; 1,7; 8,2...}.

¢ Experimento: estudio en la que el investigador controla o modifica expre-

samente las condiciones del mismo con la finalidad de analizar los distin-
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tos patrones de respuesta en las observaciones. Ejemplos: (a) estudiar como
varian las calificaciones de un grupo de estudiantes segiin dispongan o no
de ordenadores con acceso a Internet en las aulas; (b) estudiar como varia
el nimero de visitas a un periddico en linea segiin se opte o no por incluir
noticias sensacionalistas en su portada; (c) estudiar como varia el factor de
impacto de un grupo de revistas segin éstas se incluyan o no en una base
de datos de reconocido prestigio, etc.

e Inspeccion o encuesta: estudio en el que el investigador no pretende mo-
dificar las condiciones de la muestra con respecto a la variable de interés
sino simplemente obtener los datos correspondientes a unas condiciones
estandar. Ejemplos: (a) registrar las calificaciones de los estudiantes de un
master determinado; (b) realizar una encuesta a los lectores de un periddico
en linea; (c) obtener el factor de impacto asociado a cada una de las revistas

de una muestra, etc.

e Parametro: valor numérico que sintetiza alguna propiedad determinada
de la poblacién. Los pardmetros se asocian a toda la poblacién y suelen re-
presentarse con letras del alfabeto griego como p (mu), o (sigma), etc. Ejem-
plos: (a) la edad media de todos los estudiantes universitarios de un pais;
(b) el nimero maximo de visitas diarias recibido por algtin periédico en li-
nea; (c) el rango o diferencia entre el mayor y el menor factor de impacto

del conjunto de revistas indexadas en el SCI, etc.

e Estadistico: valor numérico que sintetiza alguna propiedad determinada
de una muestra. Los estadisticos se asocian a una muestra y se suelen repre-
sentar por letras del alfabeto latino como X, s, etc. Ejemplos: (a) la edad
media de los estudiantes de una muestra aleatoria; (b) el nimero méaximo
de visitas diarias recibidas por algan periédico deportivo en linea; (c) el
rango o diferencia entre el mayor y el menor factor de impacto de las revis-

tas de una editorial, etc.

¢ Variable cualitativa o categdrica: variable que categoriza o describe cualita-
tivamente un elemento de la poblacion. Suele ser de tipo alfanumérico, pero
incluso en el caso en que sea numérica no tiene sentido usarla en operaciones
aritméticas. Ejemplos: (a) el teléfono o el correo electrénico de un estudiante;

(b) la direccion IP de un periédico en linea; (c) el ISSN de una revista, etc.

e Variable cuantitativa o numérica: variable que cuantifica alguna propie-
dad de un elemento de la poblacién. Es posible realizar operaciones aritmé-
ticas con ella. Ejemplos: (a) el importe de la beca que recibe un estudiante;
(b) los ingresos que genera un periédico en linea; (c) el namero de revistas

publicadas por una editorial, etc.

e Variable cuantitativa discreta: variable cuantitativa que puede tomar un

numero finito o contable de valores distintos. Ejemplos: (a) edad de un es-
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tudiante; (b) nimero de enlaces a otras fuentes de informaciéon que ofrece
un periddico en linea; (c) calificaciébn que obtiene una revista en una escala
enterade 1 a 5, etc.

e Variable cuantitativa continua: variable cuantitativa que puede tomar
un namero infinito (no contable) de valores distintos. Ejemplos: (a) altura
o peso de un estudiante; (b) tiempo que transcurre entre la publicacion de
una encuesta en linea y el instante en que ya la han completado un cente-
nar de internautas; (c) factor de impacto (sin redondear) de una revista, etc.

e Distribucién de una variable: en sentido amplio, una distribucion es una
tabla, grafico o funcién matematica que explica cobmo se comportan o dis-
tribuyen los valores de una variable, es decir, qué valores toma la variable
asi como la frecuencia de aparicion de cada uno de ellos. Ejemplo: dada
una muestra aleatoria de revistas, la distribucién de la variable “factor de
impacto de una revista” puede representarse mediante una tabla de fre-
cuencias o mediante una grafica como se aprecia en la figura 2. Se observa
que trescientas cuarenta y dos de las revistas consideradas tienen un factor
de impacto entre 0 y 1, cuatrocientas cincuenta y dos de las revistas tienen
un factor de impacto entre 1y 2, etc.

Figura 2. Distribucién de una variable aleatoria
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2. Descripcion de datos mediante tablas y graficos

Cuando se dispone de un conjunto de observaciones procedentes de una
Datos univariantes

muestra conviene hacer un primer anélisis exploratorio de éstas mediante gra-

Los datos univariantes son los

ficos y tablas que ayuden a interpretar los datos y a extraer informacion de los que provienen de una dnica

mismos. Existen diferentes tipos de graficos que pueden usarse en esta fase ex- variable. En algunos casos, los
datos pueden proceder de dos
ploratoria y el uso de unos u otros dependera en gran medida del tipo de datos 0 mas variables y, entonces, se
. iy eas . . usa la expresién bivariante
de los que se disponga (cualitativos o cuantitativos), asi como de la informa- (si se trat‘; de dos variables)

o multivariante (si se conside-

cién que se desee visualizar. En este apartado se presentaran algunos de los p
ran mas de dos).

graficos y tablas mas habituales para la descripcién de datos univariantes.

Graficos y tablas para datos cualitativos o categoricos

Si se dispone de datos cualitativos o categdricos, pueden sintetizarse mediante
una tabla que recoja, para cada categoria: el nimero de veces que aparece (fre-
cuencia absoluta), el porcentaje de apariciones sobre el total de observaciones
(frecuencia relativa), asi como los acumulados de ambos valores. La tabla 1
muestra esta informacion para la variable “ntimero de hotspots (conexiones

wi-fi) identificados en cada comunidad auténoma”.

Tabla 1. Ejemplo de tabla de frecuencias para una variable categérica
Hotspots por comunidad auténoma ota
Comunidad Observad que la frecuencia
auténoma Frecuencia Frecuencia Frecue.ncia Frec. rel. acurpulada se obtiene sélo .
acumulada relativa acumulada con ir acumulando frecuencias

Andalucia 885 885 11,9% 11,9% anteriores.

Aragén 177 1.062 2,4% 14,2%

Asturias 148 1.210 2,0% 16,2%

Cantabria 164 1.374 2,2% 18,4%

Castilla-La Mancha 144 1.518 1,9% 20,3%

Castilla y Ledn 302 1.820 4,0% 24,4%

Cataluria 1.391 3.211 18,6% 43,0%

C. Valenciana 622 3.833 8,3% 51,3%

Extremadura 137 3.970 1,8% 53,2%

Galicia 516 4.486 6,9% 60,1%

|. Baleares 183 4.669 2,5% 62,5%

I. Canarias 151 4.820 2,0% 64,6%

La Rioja 126 4.946 1,7% 66,3%

Madrid 1.776 6.722 23,8% 90,0%

Murcia 160 6.882 2,1% 92,2%

Navarra 153 7.035 2,0% 94,2%

Pais Vasco 430 7.465 5,8% 100,0%
Totales 7.465 100,0%
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Ademas de mediante una tabla de frecuencias, suele ser habitual representar
datos categéricos mediante el uso de gréaficos circulares (figura 3) o bien me-

diante diagramas de barras (figura 4).

Figura 3. Ejemplo de grafico circular para una variable categérica

Porcentaje de hotspots por comunidades auténomas
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Figura 4. Ejemplo de diagrama de barras para una variable categérica
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Este tipo de graficos pueden crearse facilmente con cualquier programa esta-
distico o de anaélisis de datos (p. ej.: Minitab, MS Excel, SPSS, etc.). La figura 5
muestra los pasos basicos para generar un grafico circular (pie chart) con Mini-
tab. La generacién de un diagrama de barras (bar chart) se consigue de forma
similar, al igual que ocurre con la mayoria de los graficos que se presentan en

este apartado.
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Figura 5. Pasos a seguir para la generacién de un grafico circular con Minitab
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Un grafico que también suele usarse bastante para describir datos cualita-
tivos es el llamado diagrama de Pareto. Este grafico estd compuesto por: (a)
un diagrama de barras en el que las categorias estan ordenadas de mayor a
menor frecuencia y (b) una linea que representa la frecuencia relativa acu-

mulada (figura 6).

Figura 6. Diagrama de Pareto sobre las causas de abandono de un curso
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Pasos a seguir

Una vez introducidos los datos
en el programa (1), se sigue la
ruta Graph > Pie Chart (2) y se
seleccionan las variables en la
ventana correspondiente (3).

Nota

Las capturas de pantalla de
Minitab corresponden a la ver-
sion 15 de este programa. Es
posible que otras versiones
ofrezcan ligeras diferencias en
los men(s y ventanas, aunque
basicamente el proceso sera el
mismo. Para obtener més deta-
lles sobre las opciones disponi-
bles, siempre es posible
consultar la ayuda en linea del
programa o bien alguno de los
numerosos manuales de uso
que se pueden encontrar en
Internet.

Diagrama de Pareto

Para generar un diagrama de
Pareto en Minitab hay que usar
la ruta Stat > Quality Tools.
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Los diagramas de Pareto son muy utiles para detectar cuando un porcentaje
reducido de categorias (p. ej.: un 20% de las categorias) “acapara” o repre-
senta un porcentaje alto de observaciones (p. ej.: un 80% de los datos). Es-
tos fendmenos de excesiva representatividad por parte de unas pocas
categorias suelen darse con frecuencia en contextos socioeconémicos (p. €j.:
un porcentaje reducido de los ciudadanos de un pais acapara un alto por-
centaje de la renta), educativos (p. ej.: un porcentaje reducido de causas ge-
neran la mayor parte de los abandonos del curso) o de ingenieria de la
calidad (p. ej.: un alto porcentaje de fallos son debidos a un niimero muy
reducido de causas). Identificar aquellas pocas categorias que representan
una gran parte del porcentaje total puede servir para corroborar ciertos des-
equilibrios distributivos —como una distribucién poco equilibrada de las
rentas en un pais o de los sueldos en una empresa—, o para proporcionar
pistas sobre los principales factores de causa de un problema —como el alto
nivel de abandono de un curso o un elevado nivel de fallos en un servicio

o producto-.

Graficos y tablas para datos cuantitativos

En el caso de datos cuantitativos, su representacioén grafica o mediante tablas
permite apreciar la forma de su distribucion estadistica, es decir, la forma en
que se comporta la variable de interés (cuales son los valores medios o centra-
les, cudles son los valores mas habituales, como varia, como de dispersos son

los valores, si muestra algtn patron de comportamiento especial, etc.).

Uno de los graficos mas sencillos de elaborar es el llamado grafico de puntos
(dotplot). Se trata de un grafico en el que cada punto representa una o mas ob-
servaciones. Los puntos se apilan uno sobre otro cuando se repiten los valores

observados (figura 7).

Figura 7. Grafico de puntos para las calificaciones de un curso

Calificaciones de un curso
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Calificaciones

Un gréfico similar, aunque algo mas elaborado y con una orientacién trans-
puesta de los ejes, es el llamado diagrama de tallos y hojas (stem-and-leaf).
En él también se representan los valores observados pero usando los pro-
pios valores numéricos en lugar de puntos, lo que proporciona un mayor
nivel de detalle. La figura 8 muestra un ejemplo de grafico de tallos y hojas
para los mismos datos empleados en la figura 7. Se observa que el grafico

se ha construido a partir de una muestra de cincuenta calificaciones y que
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se ha usado una unidad de hoja (leaf) de 0,1. Esto significa que la segunda
columna del gréafico representa la parte entera de la calificacion, mientras
que cada uno de los nameros situados a su derecha representa la parte de-
cimal de una observacion con dicha parte entera. Asi, se pueden leer las si-
guientes calificaciones por orden de menor a mayor: 1,4, 2,9, 3,0, 3,5, 3,9,
4,0, 4,3, etc.

Figura 8. Grafico de hojas y tallos para las calificaciones de un curso

=lo(x|

Stem-and-Leaf Display: Calificaciones ;I

dtem-and-leaf of Calificaciones N = 50
Leaf Tnit = 0.10

4

9

nss

036785339
0144556677789
1223344678
00011za9

2355

! [

|| 2w

(13]

L= I B R R R

Cuando las observaciones generan un ntimero elevado de valores distintos, re-
sulta recomendable agruparlos en clases o intervalos disjuntos de igual tama-
fio. De ese modo, cada observacion se clasifica en una clase o intervalo segiin
su valor. La tabla 2 muestra un ejemplo de tabla de frecuencias en el que se
han agrupado los datos en intervalos. La frecuencia de cada intervalo viene de-
terminada por el nimero de observaciones cuyos valores estan en dicho inter-

valo. La marca de clase representa el valor medio del intervalo.

Tabla 2. Ejemplo de tabla de frecuencias agrupadas usando intervalos

Intervalo Marca de clase Frecuencia Frecuencia relativa
[0, 2) 1 12 8,1%
[2,4) 3 23 15,5%
[4, 6) 5 67 45,3%
[6, 8) 7 31 20,9%
[8,10) 9 15 10,1%
Totales 148 100,0%

Un grafico que utiliza también intervalos para agrupar los datos a represen-
tar es el histograma. El histograma muestra la frecuencia (absoluta o relati-
va) de cada clase, lo que permite visualizar de forma aproximada la
distribucién de los datos (figura 9). Sin embargo, hay que tener presente
que la forma final del histograma puede variar bastante segin el ntimero
de intervalos que se definan para agrupar los datos, lo que a veces no per-
mite apreciar correctamente la forma exacta de la distribucion estadistica

que siguen las observaciones.

Atencion

Cabe destacar que en un grafi-
co de tallos y hojas los datos se
apilan de izquierda a derecha
en lugar de arriba abajo como
ocurre con el gréfico de
puntos.

Nota

Una regla habitual es definir

Jn clases o intervalos, siendo

n el nidmero de observaciones
disponibles.
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Figura 9. Histograma de una distribucién aproximadamente normal
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La figura 9 muestra un histograma con forma de campana: es una forma bas-
tante simétrica, que presenta una mayor altura en la parte central y disminuye
paulatinamente en las “colas” o extremos. Esta forma es bastante habitual y
suele caracterizar el comportamiento de muchas variables (p. ej.: notas numeé-
ricas en un examen, peso o altura de individuos, temperaturas diarias, etc.).
Sin embargo, también es habitual encontrarse con variables que muestran pa-
trones de comportamientos completamente distintos. Por ejemplo, la figura
10 muestra un histograma en el que se aprecia una distribucién més “unifor-
me” u homogénea de los datos, mientras que la figura 11 muestra un histogra-

ma en el que se aprecia una distribucién asimétrica o “sesgada” de los mismos.

Figura 10. Histograma de una distribucién aproximadamente uniforme
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Figura 11. Histograma de una distribucion sesgada a la derecha
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3. Descripcion de datos mediante estadisticos

Dado un conjunto de n datos u observaciones, x1, X, ..., X,, asociadas a una va-
riable de interés X, suele ser til sintetizar algunas de sus principales propiedades
en unos pocos valores numéricos. Los estadisticos descriptivos son, precisamente,
estos valores numéricos capaces de proporcionar informacion a partir del conjun-
to de las observaciones. Estos estadisticos resultan muy dutiles a la hora de enten-
der el comportamiento de los datos, ya que un simple valor numérico es capaz de
describir propiedades tan relevantes como, por ejemplo, el valor promedio del
conjunto de datos, el valor mdximo, el valor minimo, el valor que se repite con

mas frecuencia, un indice de dispersion o variabilidad, etc.

Como ya se comento anteriormente, estos estadisticos hacen referencia a una
muestra de observaciones y suelen representarse mediante letras del alfabeto
latino (X, s, etc.), lo que permite distinguirlos claramente de sus parametros
asociados que sintetizan propiedades de toda la poblacion y se representan
mediante letras griegas (u, o, etc.). Basicamente pueden distinguirse dos gru-
pos de estadisticos descriptivos: (a) los de centralizacion, que proporcionan in-
formacion sobre cuales son los valores “centrales” del conjunto de datos (p. ej.:
el valor promedio de los datos) y (b) los de dispersion, que explican cémo se
sitGan y varian los datos con respecto a los valores “centrales” (p. ej.: el rango

o diferencia entre el valor mdximo y el valor minimo de los datos).

Estadisticos de centralizacion

A continuacion se presentan los estadisticos de centralizacion mas usados ha-

bitualmente:

e Media (mean): la media (también conocida por valor promedio o valor es-
perado) de un conjunto de observaciones muestrales se representa con el
simbolo Xx. Intuitivamente, la media simboliza el “centro de masas” o
“punto de equilibrio central” del conjunto de datos considerado. El para-
metro asociado, la media poblacional, se representa por p. Para calcular la
media de un conjunto de datos se usa la siguiente expresion:

X +Xptatx, 1&
i=1

n
Ejemplo: la media de los cinco datos siguientes {6, 3, 8, 6, 4} es

6+3+8+6+4 27
5 5

X = 5,4

¢ Mediana (median): la mediana de un conjunto de observaciones muestra-

les suele representarse con el simbolo x. En el caso de una poblacién, el

Web

Recordar que la World Wide
Web (p. ej., Wikipedia, etc.)
es una excelente fuente de
consulta para ampliar los
conceptos y definiciones
estadisticas que se
proporcionan en este y otros
modulos. Un recurso
especialmente interesante,
por cuanto ofrece una visiéon
muy completa de conceptos
y técnicas estadisticas, es el
libro en linea de StatSoft
http://www.statsoft.com/
textbook/.

Nota

Recordar que los simbolos
Ky o se pronuncian como
“mu” y “sigma”, respectiva-
mente. La pronunciacién de
otros simbolos del alfabeto
griego se puede consultar,
p. €j., en Wikepedia.

Media muestral

Recordar que la media mues-
tral es un estadistico que hace
referencia al “centro de masas”
de los datos de una muestra
(subconjunto de la poblacién),
mientras que la media pobla-
cional es un parametro que re-
presenta el “centro de masas”
de toda la poblacién.
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parametro mediana se denota con M. Una vez se ordenan todos los datos
de menor a mayor, la mediana es aquel valor que deja a su izquierda la mi-
tad de las observaciones (es decir, es aquel valor tal que el niimero de ob-
servaciones mas pequefias que €l coincide con el namero de observaciones
mayores que €l). Los pasos para calcular la mediana son: (1) ordenar los da-

tos de menor a mayor, (2) calcular la posicién i que ocupa la mediana en

el conjunto ordenado de datos, = ”T*l y (3) seleccionar la observacion x;

(Ia que ocupa la posicion determinada en el paso anterior). Cabe observar
que si el nimero de datos n es impar (p. ej.: n=135), la posicion i serd un valor
entero (p. ej.: i = 3) que corresponderad con un valor concreto, x;, del con-
junto de datos. Sin embargo, si n es par (p. ej.: n = 6), la posicién i serd un
ntmero no entero (p. ej.: i = 3,5), en cuyo caso la mediana vendra dada por
el promedio de los dos valores que ocupan las posiciones enteras mas cer-
canas a i (en este caso por el promedio de los valores que ocupan las posi-
ciones 3y 4).

Ejemplo: dado el conjunto de ocho datos {5, 11, 7, 8, 10, 9, 6, 9}, lo prime-
ro es ordenarlos de menor a mayor, con lo que se obtiene la serie {5, 6, 7,
8, 9,9, 10, 11}; ahora, la posiciobn de la mediana vendrd dada por

. 8+1

i =4,5, es decir, la mediana estara entre los valores que ocupan las

posiciones 4 y 5, por lo que se calcula el promedio de ambos para dar el va-

lor de la mediana, es decir: X = % =8,5.

Es importante destacar que la media es muy sensible a la existencia de va-
lores extremos (outliers), es decir, la inclusiéon o no de un valor que esté
muy alejado del resto de los datos puede cambiar considerablemente el va-
lor resultante de la media. Por el contrario, la mediana se ve mucho menos
afectada por la presencia de dichos valores, lo que significa que la mediana
es un “centro” mas estable que la media en el sentido de que se ve menos

afectado por la presencia de valores extremos en los datos.

e Moda (mode): la moda de un conjunto de datos es el valor que mas veces

se repite (el de mayor frecuencia).

Ejemplo: la moda de la serie de datos {6, 3, 4, 8, 9, 6, 6, 3, 4} es 6, puesto

que es el valor que mas veces aparece en la serie.
Estadisticos de dispersion

Se presentan ahora los principales estadisticos de dispersiéon que, como se ha
comentado anteriormente, proporcionan informacién sobre la variabilidad

del conjunto de datos:
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Rango (range): el rango de un conjunto de datos es la diferencia entre el

valor maximo y el minimo de los mismos.

Ejemplo: dado el conjunto de datos {2, 3, 8, 3, 5, 1, -8}, su rango es
8 — (-8) =16

Varianza muestral (sample variance): la varianza de una muestra se repre-
senta por el simbolo s. En el caso de una poblacion, el parametro varianza
se representa con el simbolo . La varianza muestral ser4 mayor cuanto
mayor sean las diferencias entre cada una de las observaciones x; y la media

de los datos X, en concreto:

s7 = =
n-1 n-11¢

9 (xl—i)2+(x2—)_c)2+...+(xn—X) 1 i(xi_)_()z

Esto significa que la varianza es una medida de la dispersion de los datos
con respecto a su media, es decir, cuando menor sea la varianza, tanto
mas agrupados estardn los datos alrededor de su valor promedio. Por el
contrario, cuanto mayor sea la varianza, tanto mas dispersos estaran los
datos.

Ejemplo: la varianza muestral de la serie de 5 datos {6, 3, 8, 5, 3} es:

o (6-5)+(3-5)"+(8-5)"+(5-5)"+(3-5) 4
5-1 '
Desviacion estandar (standard deviation): la desviacidon estandar (o tipi-
ca) de una muestra se representa con el simbolo s, mientras que la desvia-
cion estandar de una poblacion se representa con c. La desviacién estdndar
es la raiz cuadrada positiva de la varianza, esto es: s = \/s7 (o, dicho de otro

modo, la varianza es el cuadrado de la desviacion estandar).
Ejemplo: para los datos del ejemplo anterior, s =4/4,5=2,1

Al igual que ocurria con la varianza, a mayor desviacion estandar més dis-

persion en los datos y viceversa.

Cuartiles (quartiles): en un conjunto de n observaciones ordenadas de menor
a mayor valor, se pueden considerar tres valores numeéricos concretos llama-
dos cuartiles que dividen el conjunto en cuatro partes, cada una de ellas con-
teniendo una cuarta parte de las observaciones (figura 12). El primer cuartil,
Q, es el valor que deja la cuarta parte de los datos ordenados a su izquierda (es
decir, un 25% de los datos muestran valores inferiores a él y un 75% de los da-
tos muestran valores superiores a €l). Por su parte, el segundo cuartil, Q,, es
aquel valor que deja la mitad de los datos ordenados a su izquierda (es decir,
un 50% de los datos muestran valores inferiores a €l y un 50% de los datos

muestran valores superiores a €l). Finalmente, el tercer cuartil, Qs, es aquel va-
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lor que deja tres cuartas partes de los datos ordenados a su izquierda (es decir,
un 75% de los datos muestran valores inferiores a él y un 25% de los datos

muestran valores superiores a él).

Figura 12. Cuartiles de un conjunto ordenado de datos
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Obsérvese que, en realidad, el cuartil segundo o Q, coincide con el con-
cepto de mediana presentado anteriormente. Los cuartiles son muy ati-
les a la hora de clasificar una observacion en una determinada franja del
conjunto de datos, por ejemplo, si la observacién es inferior a Qq signi-
fica que ésta se encuentra situada entre el 25% de valores mas bajos; si
la observacion es superior a Qg significa que esta situada entre el 25%

de valores mas altos, etc.

e Rango intercuartilico (inter-quartilic range): este rango suele repre-
sentarse como IQR y es simplemente la diferencia entre el tercer cuartil
y el primer cuartil, es decir: IQR = Q3 - Q. El rango intercuartilico indi-
ca el espacio que ocupan el 50% de las observaciones “centrales”
(figura 12), por lo que, de forma similar a lo que ocurria con la varianza,
da una medida de la dispersion de los datos (a mayor IQR mayor disper-

sién y viceversa).

Obtencioén de estadisticos descriptivos mediante programas informaticos

En la practica, es habitual utilizar algin programa estadistico o de analisis
de datos para calcular los estadisticos anteriores e incluso algunos estadis-
ticos adicionales que proporcionen informacion sobre el conjunto de da-
tos. En la figura 13 se muestran los pasos basicos necesarios para obtener
los principales estadisticos descriptivos con Minitab. El output del progra-
ma, para un ejemplo con cincuenta observaciones, se muestra en la figura
14. Por su parte, la figura 15 muestra una serie de estadisticos descriptivos
generados con MS Excel para el mismo conjunto de datos (en este caso los

cuartiles se han obtenido usando las férmulas integradas de Excel).
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Figura 13. Pasos para calcular estadisticos descriptivos con Minitab

Worksheet 2 #+¥

Pasos a seguir

Calificaciones

3 C16 Stat Graph Edtor Tools Mindow  Help

Una vez introducidos los datos
en el programa (1), se sigue la
ruta Stat > Basic Statistics > Dis-
play Descriptive Statistics... (2)y
se seleccionan las variables en la
ventana correspondiente (3).

1 g,0 | £ Regression 4
2 471 o ANDYA 3t
3 8.2 '
4 9,5_ 1
L} 5.8
6 7.2
7 67| 2
0 66| x
J 2o | CZ2  Hotspoks Yariables:
10 9.8 €5 Frecuencia Calificaciones ﬂ
1 8 Marmal
11 80 £9  Calidad =l
C10  Calificaciones_
11 Datos
C13  Unifi By wariables (optional):
Cl4  wWeibull
C16  Calificaciones ;I
]
3I—»
ﬂl “Stakistics.., | Graphs... |
Help | O I Cancel |
Figura 14. Estadisticos descriptivos obtenidos con Minitab
ol
Descriptive Statistics: Calificaciones [ |
Variahle N N* Mean SE Mean 5tDev  Minimum Q1 Median 03
Calificaciones 50 0 7.418 0,239 1l.691 0,100 6.675 7.550 8.650
Variahle Maximum
Calificaci 9,500
alirficaciones _I
KN 1
Figura 15. Estadisticos descriptivos calculados con Excel
& | B | C | D |
_1 |Calificaciones
| 2 | 6,0 Calificaciones
= a7
4 a2 Media 7416
| & | 95 Errar tipico 0239205458
B | 8.8 Mediana 7058
| 7| 72 Moda 72
| & | B Desviacion estandar 1691438224
| & | BB “arianza de la muestra | 2 BE0953265
10 G 3 Curtosis 5 822786035
11 a8 Coeficiente de asimetria | -1,720324942
2 a0 Rango a7
13 77 Minirmo 0,1
14 a5 Maxirno 9.8
4] 58 Suma 3703
B | G4 Cuenta A0
7| 95
18 | 74 Cuartil primero B,725
19 72 Cuartil segunda 705
20| 8.8 Cuartil tercero fala)
21] 74

Diferencias en los
métodos de calculos

Cabe destacar que hay ligeras
diferencias entre los valores de
los cuartiles calculados por
Minitab y los correspondientes
valores de Excel. Ello se debe
a que usan métodos de célculo
distintos. Una discusién intere-
sante sobre los diferentes mé-
todos existentes para calcular
los cuartiles se puede encon-
trar en: http://mathforum.org/
library/drmath/view/
60969.html.
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Diagrama de cajas y bigotes (boxplot)

Usando los cuartiles es posible construir un tipo de gréfico, el diagrama de ca-
jas y bigotes (boxplot), que resulta muy util para visualizar la distribucion de
los datos. Este diagrama estd compuesto por una caja central, definida por los
cuartiles primero y tercero, que contiene el 50% “central” de las observacio-
nes, y dos segmentos situados en los respectivos extremos de la caja, represen-
tando cada uno de ellos el 25% de las observaciones extremas (figura 16).

Figura 16. Diagrama de cajas y bigotes (boxplot) y valores extremos (outliers)

Boxplot para la variable “calificaciones”

10 4
_______ Q.i ot i
8 -
R 7,55
3
5 IR Sate
.U 6 =
(]
=
E
4 -
2 5 |
_— Outlier
%0,1%
O -

El diagrama de cajas y bigotes sirve también para identificar posibles valo-
res anOmalos (outliers), que se encuentran excesivamente alejados del resto
de los datos, es decir: o bien son extremadamente grandes o bien extrema-
damente pequefios en comparacion con el resto de observaciones. Estos va-
lores anémalos se suelen representar mediante un asterisco, y pueden ser
debidos a un error en el registro de los datos o bien a valores que, en reali-
dad, se encuentran extremadamente alejados del resto de observaciones (p. €j.:
el precio de un Ferrari cuando se compara con precios de turismos de gama
media). Identificar valores anémalos en un conjunto de observaciones es
importante, puesto que el analisis de los datos puede dar resultados muy
distintos en funcién de que se consideren o no dichos valores en el estudio
(por ejemplo, la media y la varianza de un conjunto de datos pueden cam-
biar de forma notable segiin se incluya o no uno de estos valores extremos).

La estrecha relacion existente entre el histograma y el boxplot se puede ob-
servar en la figura 17. En cierto sentido, el boxplot se puede interpretar
como un histograma visto desde arriba. En este caso, la zona del boxplot si-
tuada entre los cuartiles primero y tercero corresponderia a la zona central
del histograma. Ademads, en ambos casos queda identificado el valor ano6-
malo (outlier) asi como la forma aproximadamente simétrica del resto de la

distribucién.
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Figura 17. Relacién entre histograma y boxplot

Calificaciones (histograma y boxplot)
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4. El concepto de probabilidad

Un experimento aleatorio es aquel en el que no es posible conocer a priori el - |
jemplo

suceso resultante que acontecerd pero, sin embargo, si es posible observar un

. . . . La probabilidad de un suceso
cierto patrén regular en los resultados que van sucediendo cuando el experi- es siempre un ndmero entre 0
y 1. Asi, por ejemplo, una pro-

mento se repite muchas veces. Por ejemplo, cuando se considera el experimento babilidad de 0,25 representa

aleatorio consistente en lanzar una moneda (o un dado) al aire, no es posible un porcentaje de aparicion del
25% o, equivalentemente, una
predecir cudl sera el suceso resultante del experimento, es decir, si saldra cara o proporcion de 1/4.

cruz (o qué ntmero saldré en el caso del dado); sin embargo, si se puede afirmar
que tras muchos lanzamientos el porcentaje o proporcién de sucesos “cara” ob-
tenidos serd muy proximo al 50% o 1/2 (en el caso del dado, el porcentaje o pro-
porcion de sucesos “3” obtenidos serda muy proximo a 0,1667 o 1/6). Este
porcentaje o proporcion de aparicion de un suceso tras muchas repeticiones del

experimento es lo que da lugar a la idea de probabilidad:

Se define la probabilidad de un suceso A, P(A), como el porcentaje o pro-
porcién de aparicion de dicho suceso en una serie extraordinariamente lar-
ga de repeticiones del experimento, todas ellas independientes entre si.

El requisito de independencia entre las distintas repeticiones del experimento
aleatorio significa que el resultado de cada repeticién del experimento no esta
condicionado por los resultados obtenidos en repeticiones anteriores (p. €j.:
cuando se lanza varias veces una moneda al aire, el suceso resultante de cada
nuevo lanzamiento es independiente de los resultados obtenidos en lanza-

mientos previos).
Ejemplo 1 de probabilidades

En el experimento “lanzamiento de una moneda al aire”, es posible considerar
los siguientes sucesos o potenciales resultados: C = {cara}, X = {cruz}, Q = {cara
o cruz} y & = {ni cara ni cruz}. Los dos Gltimos sucesos se conocen, respectiva-
mente, como suceso seguro Q (que incluye todos los resultados posibles) y su-
ceso imposible o conjunto vacio & (que no incluye ningan resultado derivado
de la ejecucién del experimento). En este caso, parece claro que P(C) = 0,5 (es
decir, si se repitiera el experimento muchas veces, aproximadamente el 50%
de las mismas serian caras), P(X) = 0,5, P(Q) = 1 (es decir, en el 100% de los
lanzamientos saldra o bien cara o bien cruz) y P(&) = O (es decir, en el 0% de

los lanzamientos no se obtendra resultado alguno).
Ejemplo 2 de probabilidades

En el experimento aleatorio “lanzamiento de un dado”, es posible considerar

sucesos o potenciales resultados como los siguientes: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6},
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Q = {un ntmero entre 1 y 6}, & = {ningtn ntmero entre 1 y 6}. En este caso,
P({1}) = 1/6 (tras muchas repeticiones, uno de cada seis lanzamientos acabara
siendo un 1), P({2}) = 1/6, P({3}) = 1/6, P({4}) = 1/6, P({5}) = 1/6, P({6}) = 1/6,
P(Q) =1y P(@)=0.

Observar, ademads, que también es posible considerar sucesos compuestos co-
mo, por ejemplo, par = {2, 4, 6}, impar = {1, 3, 5}, mayor2 = {3, 4, 5, 6}, menor3
= {1, 2}, etc. En este caso, P(par) = 3/6 = 1/2, P(impar) = 1/2, P(mayor2) = 4/6
=2/3, P(menot3) = 2/6 = 1/3.

Propiedades basicas de las probabilidades

Hay una serie de propiedades basicas que debe satisfacer cualquier proba-
bilidad. Estas propiedades son muy ttiles a la hora de calcular probabilida-
des de sucesos complejos a partir de probabilidades ya conocidas o faciles

de obtener:

1) La probabilidad de cualquier suceso A siempre es un namero situado entre

0y 1 (ambos inclusive), es decir 0 < P(A) < 1.

Ejemplo: en los ejemplos anteriores, todas las probabilidades halladas eran va-

lores entre Oy 1.

2) La probabilidad del suceso imposible o conjunto vacio & es siempre 0, es
decir, P(J) = 0. En otras palabras, cuando se hace un experimento aleatorio
siempre se obtiene algln resultado y, por tanto, la proporciéon de “no-resulta-

dos” es 0.

Ejemplo: en los ejemplos anteriores, P(&) = 0.

3) La suma de las probabilidades de todos los posibles resultados del experi-
mento aleatorio siempre vale 1. En otras palabras, la probabilidad del suceso

seguro es siempre 1.

Ejemplo: En el ejemplo de la moneda, P(Q2) = 1 = P(C) + P(X); en el ejemplo
del dado, P(Q) =1 = P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}).

4) La probabilidad de que un suceso no ocurra es 1 menos la probabilidad de

que si ocurra, es decir: P(no A) =1 — P(A).

Ejemplo: en el ejemplo de la moneda, P(C) =0,5=1-P(no C) =1 - P(X); en
el ejemplo del dado, P(par) = 0,5 =1 — P(no par) = 1 - P(impar); P(D) =1 - P(QY).

5) Si dos sucesos A y B no tienen resultados comunes (son disjuntos), la pro-
babilidad de que ocurra A U B es la suma de las probabilidades, es decir, si A y
B son disjuntos, P(A U B) = P(A) + P(B).
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Ejemplo: en el ejemplo de la moneda, P(C u X) = P(C) + P(X) = 1; en el ejemplo
del dado, P({1, 2}) = P({1}) + P({2}) = 2/6 = 1/3; PQ U &) =P(Q) + P(@) =1+ 0= 1.

6) En general, para cualesquiera dos sucesos A y B se cumplird que P(A U B) =
P(A) + P(B) — P(A n B), donde “A n B” es el conjunto de posibles resultados que
satisfacen los sucesos A y B a la vez. Hay que tener en cuenta que cuando A 'y
B son disjuntos (no tienen resultados en comtn), “A N B” = &y, por tanto,
P(A U B) =P(A) + P(B) - P(D) = P(A) + P(B) - 0 = P(A) + P(B), que es la expre-
sién vista en la propiedad anterior.

Ejemplo: en el ejemplo del dado, P(par U mayor2) = P(par) + P(mayor2) — P(par
N mayor2) =3/6 + 4/6 — 2/6 = 5/6 (observar que “par N mayor2” = {4, 6}).
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5. Distribuciones de probabilidad discretas

Al inicio de este mo6dulo se defini6 el concepto de variable cuantitativa discre-
ta como aquella variable cuantitativa que podia tomar un namero finito o
contable de valores distintos. Asi, un ejemplo de variable discreta seria X = “re-
sultado del lanzamiento de un dado”, ya que dicha variable s6lo puede tomar

seis posibles valores.

Cada uno de los posibles valores de una variable discreta tendra asociada una
Observad

probabilidad de ocurrencia (p. ej., en el caso del dado, la probabilidad de ob-

. . . L Fijaos que si se usara un dado
tener un 2 sera de 1/6), por lo que parece natural estudiar como se distribu- “trucado”, no todas las proba-
bilidades de ocurrencia serian
iguales y, por tanto, la funcién
de probabilidad tomaria valo-
res distintos para distintos va-

creta X su probabilidad de ocurrencia, P(x). Por ejemplo, en el caso de la va- lores posibles de la variable.

yen o comportan dichas probabilidades. En concreto, se puede definir una

“funcién de probabilidad”, f(x), que asocie a cada valor x de la variable dis-

riable anterior, asociada al experimento aleatorio “lanzamiento de un dado
normal”, la correspondiente funcién de probabilidad seria: f(1) = P(X = 1) =
1/6,f(2) =P(X=2)=1/6,f(3)=P(X=3)=1/6, f(4) =P(X=4)=1/6, f(5) =P(X
=95)=1/6, f(6) =P(X =6) =1/6.

Dada una variable aleatoria discreta X, resulta util conocer la distribu-
cion de probabilidad de dicha variable, es decir, como se distribuyen
o comportan las probabilidades de ocurrencia de sus posibles valores. A
tal efecto se definen las siguientes funciones:

La funcién de probabilidad de X es aquella funcién f(x) que asigna a
cada posible valor x de X su probabilidad de ocurrencia, es decir: f(x) =
P(X = x) para todo valor posible x de X.

La funcion de distribucion de X es aquella funcién F(x) que asigna a
cada posible valor x de X su probabilidad acumulada de ocurrencia, es
decir F(x) = P( X < x) para todo valor posible x de X.

La tabla 3 muestra la funcion de probabilidad y la funcién de distribucién corres-
pondientes a la variable X anterior pero usando un dado “trucado” que tiene dos
valores 6 y ningtn valor 2. Por su parte, la figura 18 muestra ambas funciones su-
perpuestas en el mismo gréafico. Observando detenidamente la tabla 3 y la figura

18 se pueden deducir las siguientes caracteristicas propias de estas funciones:

e Puesto que representan probabilidades, ambas funciones siempre toman

valores en el intervalo [0, 1].

e La suma de todos los valores que toma la funcién de probabilidad siempre

ha de ser 1 (ello se debe a las propiedades de la probabilidad).



CC-BY-SA » PID_00161058 29

Estadistica descriptiva univariante

La funcién de distribucién siempre es una funcion creciente que pasa de valor
0 en su extremo izquierdo (F(0) = P(X <0) = 0) a valor 1 en su extremo derecho
(F(6) =P(X<6)=1).

Tabla 3. Funciones de probabilidad y distribucion para una variable discreta

Variable X Funcion de probabilidad Funcién de distribucion
f(x) = P(X = x) F(x) = P(X < x)
1 1/6 1/6
2 0 1/6
3 1/6 2/6
4 1/6 3/6
5 1/6 4/6
6 2/6 1
Total 1

Figura 18. Funciones de probabilidad y distribucién de una variable discreta

Funciones de probabilidad y distribucion

N Bo=Px=%

0,81 W Fx)=P(X<x)

0,54

Valor de la funcion

Parametros descriptivos de una distribucién discreta

Mientras que los estadisticos descriptivos y los graficos o tablas de frecuen-
cias se utilizan para analizar el comportamiento (distribuciéon) de una
muestra de observaciones empiricas, las distribuciones de probabilidad son
modelos estadisticos que usan parametros y funciones de distribucién para
describir el comportamiento tedrico (distribucién tedrica) de toda una po-
blacién. De forma anéloga a lo que ocurria con las muestras —que se carac-
terizan por estadisticos descriptivos como la media o la varianza muestral-,
las distribuciones de probabilidad asociadas a poblaciones también suelen
caracterizarse por parametros tales como la media o la varianza poblacio-
nal. Ahora bien, puesto que en general no se dispondré de observaciones
sobre toda la poblacién sino s6lo de una funcién de distribucién o de pro-

babilidades, la forma de calcular dichos parametros es algo distinta:



CC-BY-SA ¢ PID_00161058 30 Estadistica descriptiva univariante

¢ Media o valor esperado de una variable discreta: la media o valor espe-
rado de una variable discreta X que puede tomar los valores xq, Xy, ..., se

representa con p o E[X] y se calcula de la siguiente forma:
n=E[X]=x-P(X=x)+x, -P(X=x2)+...=in f(x)

donde f{(x) denota a la funcién de probabilidad de X.

Ejemplo: el caso de un dado equilibrado, el valor esperado o media de
X = “resultado del lanzamiento” seria p = 3; sin embargo, en el caso del

dado “trucado” que se muestra en la tabla 3, la media o valor esperado es:

n=1-f(1)+2-f(2)+3-f(3)+4-F(4)+5 f(5)+6-f(6) =
:1~l+2~0+3~l+4ol+5~l+6-%:4,167
6 6 6 6 6

e Varianza y desviacién estandar de una variable discreta: la varianza de
una variable discreta X que puede tomar los valores xq, x,, ..., se representa

con o2y se calcula de la siguiente forma:

& =(x—n) P(X=x)+(%—p) P(X=2) 4= > (x—p) - F(x)

i

donde f{x) denota a la funcién de probabilidad de X. De forma analoga a
coéHmo ocurria con los estadisticos muestrales, 1a desviacion estandar de una

variable es la raiz cuadrada positiva de su varianza, es decir:

Ejemplo: en el caso del dado “trucado” que se muestra en la tabla 3, la va-

rianza es:

2 1 2

o’ =(1-4,167) -~ +(2-4,167) -0+(3—4,167)2%+

+(4-4,167) %+(5—4,167)2%+(6—4,167)2 %:3,139

Y la correspondiente desviacién estandar: ¢ =/3,139 =1,772
La distribucion binomial

Una de las distribuciones discretas mas usadas en la practica es la distribucién bi-

nomial. Esta distribucion se usa para contestar a preguntas como las siguientes:

e Sicada vez que un sistema informatico es atacado por un virus la probabi-
lidad de que el sistema no falle es de 0,76, ;cudl es la probabilidad de que

no se haya producido ningtn fallo en el sistema tras cinco ataques?
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e Sicada vez que se consulta una fuente de informacion la probabilidad de que
ésta proporcione una respuesta satisfactoria es de 0,85, jcual es la probabili-

dad de que se obtenga alguna respuesta satisfactoria tras tres consultas?

e Sitrasla administracion de un formaco a un paciente en estado critico la pro-
babilidad de supervivencia de éste es de 0,99, ;cudl es la probabilidad de que
sobrevivan los catorce pacientes criticos que han recibido el tratamiento?

e Sila probabilidad de obtener una concesioén para un proyecto de investiga-
cién es de 0,20, ;jcudl es la probabilidad de obtener al menos una concesién
tras tres intentos?

e Sicada vez que se trata de encuestar a un transetnte elegido al azar la pro-
babilidad de que responda es de 0,15, jcudl es la probabilidad de que se
consigan obtener ochenta respuestas o mas a partir de una muestra aleato-

ria de ciento cincuenta transetintes?

La distribucién binomial es un modelo estadistico que permite calcu-
lar probabilidades sobre la variable aleatoria X = “ntimero de éxitos con-
seguidos en n pruebas independientes”. Cada una de estas n pruebas es
una repeticion de un experimento aleatorio cuyo resultado es binario

“a

(éxito o fracaso), siendo p la probabilidad de “éxito” en cada prueba y

q =1 - p la probabilidad de “fracaso”.

Cabe observar que la variable X = “ntimero de éxitos en n pruebas indepen-
dientes” puede tomar cualquier valor k entre O y n (ambos inclusive). Se suele
usar la notacién X ~ B (n, p) para indicar que X se distribuye o se comporta
segin una distribucién binomial de pardmetros n (namero de pruebas o repe-

" A4

ticiones) y p (probabilidad de “éxito” en cada prueba). En tales condiciones,
las probabilidades asociadas a dicha variable vienen dadas por la expresion

matemaética siguiente:

n!

. AN R kK (1_ p\"k n_
ParacualqulerkentreOyn,P(X_k)—(ka (1-p) 'donde(kj_k!(n—k)!'

siendoO!=1l=1ynl=n-(n-1)... 1 paratodon>1.

Se cumple, ademas, que la media (valor esperado) y la varianza de una distri-

bucién binomial son, respectivamente: p=n-p yo?=n-p-(1-p).

Ejemplo: la probabilidad de que al introducir datos en un formulario web se
cometa un error es de 0,1. Si diez personas rellenan el formulario de forma
independiente, jcudl es la probabilidad de que no haya mas de un formula-
rio erréneo?, jcudl es el valor esperado y la desviacion estandar de la variable

considerada?

y la uniforme discreta

Distribucién de Poisson

Otras distribuciones discretas
muy habituales son la distribu-
cién de Poisson y la uniforme
discreta. Es posible encontrar
en Internet abundante docu-
mentacién sobre éstas y otras
distribuciones discretas asi
como sobre sus ambitos de
aplicacion.

wzys

Resultado “éxito”

No debe confundirse el resulta-
do “éxito” de un experimento
aleatorio con el hecho de que
el resultado sea deseable desde
un punto de vista social o sub-
jetivo. Asi, por ejemplo, se po-
dria considerar “éxito” del
experimento aleatorio el fallo
del sistema informatico que su-
fre el ataque de un virus.

Observad

La expresion “n!” se lee como
“factorial de n” o “n factorial”.
Asi, por ejemplo, 4!=4-3.2.1
y6!=6-5-4-3.2.1.Sinem-
bargo, 1'=1y 0! =1.
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Fijémonos en que, en este caso, X = “ntmero de formularios erréneos en diez
pruebas” y X ~ B (10, 0,1). Ademas, se pide P(X <1)=P(X=0uX=1)=PX=0)
+ P(X = 1) (puesto que son sucesos disjuntos). Ahora bien:

10 0 10 10!
P(X=0)=|  10,1°-(0,9)"° = —2=_(1)(0,3487) = 0,3487
(x=0)=[ o’ 01%-(0,9)" = 51o¢ 0, 3487)

Pasos a seguir

10 10! Se sigue la ruta Calc > Probabi-
P(X = 1) = 0,1'. (()’ 9)9 =—2(0,1)(0,3874) =0,3874 lity Distributions > Binomial (1)
1 119! y se completan los parametros

en la ventana correspondiente

(2). El resultado se muestra en

Por tantO, P(X < ].) = 0,3874 + 0,3487 = 0,7361 Finalmente, u= 10 - 0,]. =1 y (3) Observar que, sien |ugar
6=410-0,1-0,9 = 0,9487. de escoger la opcién Cumulati-

ve probability en (2) se hubiera
escogido la opcién Probability,
el programa hubiera calculado
En la préactica, los calculos probabilisticos anteriores se suelen automatizar con P(X = 1) en lugar de P(X <= 1).
Finalmente, para una probabi-

la ayuda de algtin programa estadistico o de analisis de datos. La figura 19 lidad p dada, la opcion Inverse

muestra como se pueden calcular probabilidades de una binomial con ayuda cumulative probability devuelve
aquel valor cde la variable X tal
de Minitab. La figura 20, por su parte, muestra cobmo obtenerlas usando Excel. que P(X <= ) = p.

Figura 19. Célculo de probabilidades en una binomial con Minitab y Excel

Calc Stat Graph Editor Tools Marmal. .,
i Calculator. .. Eov.
“;. Column Statistics. .. B
o3 Row Statistics. .. Uriform. ..
;‘:ﬁ Standardize. .. 2
Binomial. .. 1
Make Patterned Data » Geomettic... l =
Binomial Distribution x

Make Mesh Data... Megative Bino

a18 Make Indicator Variables. ., Hypergeomett " Erobabilty
) * Cumnulative probability
CERBoEe Discrete. .,
= " Inverse cumulative probability
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La figura 20 se muestra la funcién de probabilidad asociada a la binomial del
ejemplo anterior. Se observa que, aunque en teoria los posibles valores de la
variable X irian desde O hasta 10 (namero de pruebas), en la practica los valo-
res mayores de 4 tienen probabilidad de suceso practicamente nula (por ejem-
plo, es muy poco frecuente que se obtengan valores superiores a 4). En efecto,
P(X >4) =1 - P(X <= 4) = {usando Minitab o Excel} =1 -0,9984 = 0,0016.

Figura 20. Funcién de probabilidad de una B (10, 0,1)

Funcion de probabilidad

Binominal, n=10, p=0,1

Probabilidad

Las probabilidades anteriores se pueden obtener también mediante el uso de
tablas estadisticas (sin necesidad de usar ningin software). Asi, siguiendo el
ejemplo anterior, la figura 21 muestra como calcular P(X = 1) usando la tabla
binomial. En este caso, X es una B(10, 0,1) y se quiere hallar P(X = k) siendo
k = 1. Para ello, se busca la seccion de la tabla correspondiente a n = 10, y la

interseccion entre la fila k= 1 y la columna p = 0,1.

Calculo de probabilidades

Resulta facil encontrar en In-
ternet abundantes documen-
tos que explican con todo
detalle el uso de tablas para
calcular probabilidades. En la
medida de lo posible, sin em-
bargo, conviene automatizar
los calculos mediante el uso
de software.
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Figura 21. Célculo de probabilidades binomiales mediante tablas
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6. Distribuciones de probabilidad continuas

Al inicio de este md6dulo se defini6 el concepto de variable cuantitativa conti-
nua como aquella variable cuantitativa que podia tomar un ntiimero infinito
(no contable) de valores distintos. Asi, un ejemplo de variable continua seria
X = “tiempo que se tarda en desarrollar un portal web”, ya que esta variable

puede tomar un valor real cualquiera entre O e infinito.

A diferencia de lo que ocurria con las variables discretas, cuando se trabaja con N
ota

variables continuas no es posible definir una funcién de probabilidad que
En variables continuas, puesto
que P(X = x) = 0 para cualquier

continua, X puede tomar un nimero infinito (no contable) de valores, por lo valor x de X, se cumplira que:
a) P(X<x)=P(X<x)

b) P(X > x) = P(X > x)

asigne probabilidades a los distintos valores de la variable: si X es una variable

que la probabilidad tedrica de que la variable X tome un valor concreto x es

siempre 0, es decir: P(X = x) = 0 para cualquier valor x de X. Si es posible, sin
embargo, asignar probabilidades a intervalos de valores. Por ejemplo, si el 51%
de los portales web tardan en desarrollarse entre 240 y 258 horas, entonces
P(240 < X < 258) = 0,51. Para describir la distribucién de probabilidad de una
variable continua se sigue usando la funcién de distribucién (aunque con al-
gan matiz nuevo) y, ademas, se usa también la llamada “funcién de densidad”

en lugar de la funcién de probabilidad tipica de variables discretas:

Nota

La funcion de densidad de una variable continua X es una funcién f(x)

— . . La funcién de densidad f(x
tal que la probabilidad de que X tome un valor en un intervalo (a, b) coin- siempre es positiva y ue,:(cil_

cide con el area “encerrada” por dicha funcién entre los extremos de dicho rra” un area total de 1.

intervalo (figura 22), es decir: P(a < X < b) = area bajo f(x) entre a y b.

Atencion

La funcion de distribucion de X es aquella funcién F(x) que asigna a Observar la equivalencia entre

cada posible valor x de X su probabilidad acumulada de ocurrencia (fi- '(;’asdf?;clglﬁr)égi de “probabili-

gura 23), es decir, F(x) = P( X < x) = area bajo f(x) desde —o (menos infi-
nito) hasta x.

La figura 22 muestra la funcion de densidad de una variable con distribucion
simétrica y centrada en el valor 250 (puesto que la funcién es totalmente si-
métrica la media y la mediana coinciden en este punto). Se observa también
el area encerrada bajo funcion de densidad entre los valores a = 240y b = 258.
Esta area corresponde con la probabilidad siguiente: P(240 < X < 258). Por su
parte, la figura 23 muestra la funcién de distribucién asociada a la misma va-
riable. Nuevamente se aprecia la simetria con respecto al valor central, asi
como el hecho de que la funcion de distribucién va creciendo conforme va
acumulando probabilidades, pasando del valor O en su extremo izquierdo al
valor 1 en su extremo derecho. A partir de esta grafica se pueden estimar vi-
sualmente probabilidades acumuladas, por ejemplo: P(X <= 260) serd un valor

muy cercano a 0,8.
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Figura 22. Funcién de densidad de una variable continua y area encerrada

Funcién de densidad f(x) y drea encerrada entre 240 y 258

0,030

- P(240 < X < 258)

o

0,025

0,020

0,015+

Densidad

0,010+

0,005 4

0,000

240 250 258
X

Figura 23. Funcién de distribucién de una variable continua
Funcién de distribucion

Esmciun de dEERIGHOIEECG) La funcién de distribucién es

una funcién acumulativa de
probabilidades y, por tanto, es
11 siempre creciente, pasando de
0 (extremo izquierdo) a 1 (ex-
tremo derecho).

Probabilidad

Parametros descriptivos de una distribucion continua

En el caso de distribuciones continuas, la forma de calcular los pardmetros es p—
tencion

similar a la empleada para distribuciones discretas, si bien ahora los sumato-
. . . . . L. L. Aunque en la practica se hara
rios se sustituyen por areas (integrales definidas en términos matematicos) en- uso de programas estadisticos
para hacer los célculos, es im-
portante conocer qué concep-
tos se usan para definir cada
tipo de parametro.

tre dos extremos:

¢ Media o valor esperado de una variable continua: la media o valor espe-

rado de una variable continua X se representa por p o E[X] y se calcula de

la siguiente forma:
p = E[X] = area total bajo “x - f(x)” = J.:jx -f(x)dx

donde f(x) denota a la funcién de densidad de X.
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e Varianzay desviacion estandar de una variable continua: la varianza
de una variable continua X se representa por o2 y se calcula de la si-
guiente forma:

2 _ 4 s 2. n_ [™ )2
o” = area total bajo “(x — p)” - f (x)” = L (x—p) - f(x)dx
donde f{x) denota a la funcion de densidad de X. Como siempre, la des-

viacién estandar de una variable es la raiz cuadrada positiva de su va-

rianza, es decir:
o =4 62

La distribucién normal o gaussiana

La distribucién normal o gaussiana es la distribucién tedrica més importante.
Muchas variables continuas siguen una distribuciéon normal o aproximada-
mente normal. Otras variables continuas y discretas también pueden, en de-
terminadas circunstancias, ser aproximadas mediante una distribucién
normal. La normal, ademas, es una distribucién clave en la estadistica inferen-
cial ya que algunas de sus propiedades se utilizan para obtener informacién
sobre toda la poblacién a partir de informacién sobre una muestra.

La forma concreta de una distribucién normal viene caracterizada por dos pa-
rametros: la media, p, que define donde se sittia el centro de la funcién de den-
sidad, y la desviacién estdndar, o, que define la amplitud de la funcién de
densidad. Cuando una variable continua X sigue una distribuciéon normal, se
suele representar por X ~ N (y, ©).

Las figuras 22 y 23 muestran, respectivamente, la funcién de densidad y la
funcién de distribucién de una normal con media p = 250 y desviacion estan-
dar o = 13. La figura 24 muestra las funciones de densidad para dos distribu-
ciones de tipo normal con pardmetros {u =5, 6 = 3} y {p = 10, o = 5}
respectivamente. Se observa que la funcién de densidad de la normal tiene for-
ma de “campana de Gauss”, elevada en el centro (el valor medio o esperado)
y con dos colas simétricas en los extremos. Es de destacar, ademas, como cada
una de las curvas estd centrada en su media, asi como el hecho de que la curva
es mas ancha cuanto mayor es la desviacion estandar.
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Figura 24. Funciones de densidad asociadas a sendas normales

Funcion de densidad
Normal

Media Desv. est.
— 5 3

0,12 - —_10 5

0,08

Densidad

0,06 -

0,04 -

0,02 -

0,00

Como en cualquier otra funcién de densidad, el area total encerrada bajo
la curva es de 1. En la practica eso significa que para cualquier valor x de X,
P(X > x) =1 - P(X < x), es decir, el area a la derecha de un valor es el area
total (que vale 1) menos el area a su izquierda y viceversa (figura 25). Ade-
mads, puesto que la normal es una distribucién simétrica con respecto a su
media, el drea “encerrada” por una cola es igual al area “encerrada” por la
cola opuesta (figura 26).

Figura 25. El drea total de una funcién de densidad es 1

Funcion de densidad
Normal, media = 250, desv. est. = 13
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Cualquier distribuciéon normal cumple ademas la llamada regla 68-95-99,7
segln la cual el intervalo (u - o, u + 6) contiene aproximadamente el 68% de
las observaciones, el intervalo (u - 20, 1 + 206) contiene aproximadamente el
95% de las observaciones y el intervalo (u - 3o, 1 + 30) contiene aproximada-
mente el 99,7% de las observaciones. Asi, por ejemplo, si X ~ N (250,13) se
puede afirmar que un 68% de las observaciones de X estaran en el intervalo
(237, 263), un 95% de las observaciones estaran en el intervalo (224, 276) y
un 99,7% de las observaciones estaran en el intervalo (211, 289). Observad,
por tanto, que sera altamente improbable encontrar valores de X fuera de este

ultimo intervalo.

Figura 26. Dos colas simétricas “encierran” la misma area

Funcion de densidad
Normal, media = 250, desv. est. = 13
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De entre las infinitas distribuciones normales que se pueden considerar va-
riando los pardmetros p y o conviene citar la llamada normal estandar, que
tiene por parametros p = 0 y ¢ = 1. En otras palabras, una variable continua Z
se distribuird segin una normal estandar, Z ~ N (0,1), si su funcién de densi-
dad es la de una normal centrada en el origen y con desviacién estandar uni-
taria. Esta distribucion normal estandar se suele usar bastante en estadistica
inferencial y también cuando se desean calcular probabilidades de una normal

cualquiera mediante el uso de tablas de probabilidades ya calculadas.

En efecto, dada una variable normal cualquiera, X ~ N (u, 6), es posible apli-
carle un proceso de estandarizacion para obtener una normal estidndar Z.
Esto se consigue restando a la variable X su media p (con lo que la funciéon
de densidad se desplaza a lo largo del eje x hasta que queda centrada en el
origen) y dividiendo el resultado por su desviacion estandar ¢ (con lo que
la nueva variable tendrd una desviacién estdndar unitaria), es decir:
Z= Xow N(0,1). Este proceso de estandarizacion permite, entre otras co-
(o)
sas, calcular probabilidades para una normal cualquiera a partir de las ta-

blas de probabilidades precalculadas que existen para la distribucién
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normal estdndar, lo que evita el tener que resolver integrales cada vez que
se desea obtener una nueva probabilidad. Supongamos, por ejemplo, que
X sigue una N(1.500, 100) y se desea obtener P(X < 1.400) mediante el uso
de tablas. El primer paso consiste en estandarizar los valores:

P(X<1.4OO):P(X_X < 1'400‘Xj:p(z<w
(o)

s 100 J:P(R_l)

En otras palabras, se desea calcular el 4rea a la izquierda del valor -1 en una
normal tipificada o estaindar. Normalmente, la tabla de la normal estandar, Z,
ofrece areas (probabilidades) a la izquierda de valores positivos, por lo que re-
sultard necesario hacer una pequefia transformacién teniendo en cuenta que:
(a) por simetria de la normal estdndar, el area (probabilidad) a la izquierda de
un valor negativo k es igual al area (probabilidad) a la derecha del correspon-
diente valor positivo, |k| (p. €j., P(Z<-1)=P(Z > 1)), y (b) el area (probabilidad)
total encerrada bajo la curva es 1 (p. ej., el 4rea a la izquierda de un valor més
el 4rea a su derecha suma 1, por ejemplo: P(Z < 1) + P(Z > 1) = 1). Teniendo en
cuenta lo anterior, se deduce que P(Z<—-1)=P(Z>1)=1-P(Z < 1) ={ver tabla
figura 27} =1-0,8413 = 0,1587.

Figura 27. Célculo de probabilidades en una normal mediante tablas

0,5 0,6915| 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088
0,6 0,7257(0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 10,7422
0,7 0,7580( 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734
0,8 0,7881 | 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023
0,9 0,8159| 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289
1,0 0,8413| 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531
1,1 0,8643 | 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749
1,2 0,8849 | 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944
1,3 0,9032 | 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115
1,4 0,9192| 0,9207 0,9222 09236 0,9251 0,9265

Por otra parte, también es posible automatizar el calculo de probabilidades de
una normal cualquiera mediante el uso de programas estadisticos, con lo que
se elimina asi la necesidad de resolver manualmente las integrales indefinidas
o de tener que usar tablas de probabilidades precalculadas. La figura 28 mues-
tra como obtener probabilidades de una normal con Minitab. En concreto,
para una normal con media p =1.500 y desviacion estandar o = 100, se obtiene
que P(X < 1.400) = 0,158655. Asimismo, la figura 28 muestra como se han ob-
tenido con Minitab y Excel algunas probabilidades para la misma variable. Es
preciso observar que P(X < 1.500) = 0,5, lo cual es légico puesto que 1.500 es

la media y, a la vez, la mediana de la distribucién normal.

Nota

Notar que para hallar P(Z <
1,00) usando la tabla se ha de
buscar el valor interseccién en-
trelafila1,0y la columna 0,00
(dado que 1,00 = 1,0 + 0,00).
Si se pidiese P(Z < 1,24), en-
tonces habria que buscar la in-
terseccién entre la fila 1,2 y la
columna 0,04 (dado que 1,24
=1,2+0,04), con lo que se ob-
tendria el valor 0,8925.
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Figura 28. Célculo de probabilidades en una normal con Minitab y Excel
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Ejemplos de aplicacion de una normal

Segan un estudio realizado por el Ministerio de Educacién, el namero de
horas anuales que dedican los nifios espafioles a ver la television es una va-
riable aleatoria que sigue una distribuciéon normal de media 1.500 horas y
desviacion estandar de 100 horas. ;Qué porcentaje de nifios dedican entre
1.400 y 1.600 horas anuales?

En este caso, X ~ N (1.500,100) y se pide P(1.400 < X < 1.600). Por la regla
68-95-99,7, se tiene que la probabilidad anterior sera, aproximadamente, del
68% (vyaque p—o6=1.400y p + o =1.600). Para calcular de forma mas exacta
dicha probabilidad, conviene notar que P(1.400 < X < 1.600) = P(X < 1.600)
- P(X < 1.400), es decir: el area entre 1.400 y 1.600 coincide con el area a la
izquierda de 1.600 menos el area a la izquierda de 1.400. Las probabilidades
anteriores se pueden calcular usando cualquier programa estadistico (p. ej.:
Minitab o Excel), y resultan: P(X < 1.600) = 0,8413 y P(X < 1.400) = 0,1587,
por lo que la probabilidad buscada es de 0,6827, es decir, un 68,27% de los

nifios dedican entre 1.400 y 1.600 horas anuales a ver la television.

Pasos a seguir

Se sigue la ruta Calc > Probabi-
lity Distributions > Normal (1) y
se completan los parametros en
la ventana correspondiente (2).
El resultado se muestra en (3).
Observar que, si en lugar de es-
coger la opcién Cumulative pro-
bability en (2) se hubiera
escogido la opcién Probability
density, el programa hubiera
calculado el valor de la funcién
de densidad en x = 1.400 en lu-
gar de P(X < 1.400). Finalmen-
te, para una probabilidad p
dada, la opcién Inverse cumula-
tive probability devuelve aquel
valor c de la variable X tal que
PX<0=p.
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¢ En base a los datos del Instituto Nacional de Estadistica (INE), el sueldo me-
dio anual de un trabajador es de 26.362 euros. Suponiendo que dichos suel-
dos sigan una distribucién normal con una desviaciéon estandar de 6.500

euros, ;cudl sera el porcentaje de trabajadores que superen los 40.000 euros?

En este caso, X ~ N (26.362,6.500) y se pide P(X > 40.000). Observar que,
puesto que el drea total bajo la curva normal es 1, P(X > 40.000) = 1 - P(X
< 40.000) = {Minitab o Excel} =1 -0,9821 = 0,0179, es decir, s6lo un 1,8%
de los trabajadores superarian la cifra de los 40.000 euros anuales.

e El tiempo que se emplea en rellenar un cuestionario en linea sigue una dis-
tribucién aproximadamente normal con una media de 3,7 minutos y una
desviacion estandar de 1,4 minutos. ;Cudl es la probabilidad de que se tar-
de menos de 2 minutos en responder a dicho cuestionario? ;Y de que se
tarde mds de 6 minutos? Hallad el valor ¢ tal que P(X < ¢) = 0,75 (percentil
75 de la variable).

En este caso, X ~N (3,7, 1,4). En primer lugar, P(X < 2) = {Minitab o Excel}
=0,1131, es decir: un 11,31% de los individuos que respondan el cuestio-
nario emplearan menos de 2 minutos en hacerlo. Por otra parte, P(X > 6) =
1 - P(X < 6) = {Minitab o Excel} = 0,0505, es decir, un 5% de los individuos
tardardn mas de 6 minutos en responder el cuestionario. Finalmente, para
hallar el valor ¢ tal que P(X < ¢) = 0,75 se debe usar la opcién Inverse cumu-
lative probability de Minitab (o su equivalente en Excel), con lo que se ob-
tiene un valor aproximado de 4,64 minutos, es decir el 75% de los
individuos tardan menos de 4,64 minutos en completar el cuestionario (o,

dicho de otro modo, el 25% tardan mas de 4,64 minutos en hacerlo).
Las distribuciones t-Student y F-Snedecor

Ademas de la normal, hay muchas otras distribuciones de probabilidad conti-
nuas que se suelen usar en estadistica inferencial. Una de ellas es la llamada
distribucién t-Student, y otra es la llamada F-Snedecor. Ambas se presentan a

continuacion:

La distribucién t-Student es una distribucion simétrica y centrada en el origen
(es decir, su media y su mediana son 0). Esta distribucion se caracteriza por un
parametro llamado grados de libertad o df (degrees of freedom), siendo df > 2.
En la practica, df =n — 1, donde n es el tamafio de la muestra que se esté ana-
lizando. La figura 29 muestra diversas funciones de densidad de las t-Student,
cada una de ellas asociadas a un valor concreto del pardmetro df. Se observa
como la t-Student se asemeja cada vez més a una normal estdndar conforme

se va incrementando el pardmetro grados de libertad.

Grados de libertad

En estadistica, el concepto de grados de libertad asociados a un conjunto de datos se puede
interpretar como el namero minimo de valores que se necesitaria conocer para determinar
dichos datos. Asi, por ejemplo, en el caso de un muestra aleatoria de tamario N, habria N gra-
dos de libertad (no se puede determinar el valor de ninguno de los datos incluso aunque se
conociese el valor de los N — 1 restantes). Sin embargo, un conjunto de N datos de los cuales
se conozcan N — 1, la media muestral tendria N — 1 grados de libertad (fijados los valores de
los N -1 datos y de la media, quedaria ya fijado el valor desconocido restante). Asi, si tenemos
un conjunto de 3 observaciones de la variable X, x; = 2, x, =-2 y x3 = a (desconocido), y sa-
bemos que la media de los tres valores es 0, necesariamente a = 0.
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Figura 29. Funciones de densidad de t-Student segln df

Funciones de densidad para t-Student (3), t-Student (10) y N(0,1)

0,4 Variable
—_—df=3
— df =10
! Normal (0,1)
0,3+

0,2 -

Valor

0,1

0,0+

-5,0 =25 0,0 2,5 5,0

Por su parte, la distribuciéon F-Snedecor es otra distribucién continua. La
F-Snedecor siempre toma valores no negativos (es decir, una variable que siga
dicha distribucion s6lo puede tomar valores iguales o mayores a 0, nunca va-
lores negativos). Ademas, esta distribucidén no es simétrica, sino que esta ses-
gada a la derecha (figura 30). Asi como la normal venia caracterizada por dos
parametros, p (media) y o (desviacion estandar), la F-Snedecor también se ca-
racteriza por dos parametros: los grados de libertad del numerador, df1y los
grados de libertad del denominador, df2. Al igual que ocurria con la ¢-Stu-
dent, para cada valor de estos parametros se obtiene una funcién de densidad

distinta y, por tanto, una distribuciéon F-Snedecor distinta.

Figura 30. Funciones de densidad de t-Student segin df1 y df2

Funciones de densidad para varias F-Snedecor

F
1,2 -
dfl  df2
A0 —_— 5 50
s 20) 8
0,8 20 50
°
[}
2
2 06-
U
(=]
0,4
0,2 -
0,0 T T T 1
0 1 2 3 4 5 6
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Para calcular probabilidades asociadas a una t-Student o a una F-Snedecor,
pueden usarse programas estadisticos o de andlisis de datos (Minitab, Excel,
etc.) de forma analoga a como se hacia en el caso de la normal. Asi, por ejem-
plo, si X es una variable aleatoria que sigue una distribucién ¢t-Student con diez
grados de libertad, P(-1,74 < X < 1,74) = P(X < 1,74) - P(X < -1,74) = {Minitab
o Excel} = 0,9438 - 0,0562 = 0,8876 (figura 31).

Figura 31. Probabilidades en una t-Student

P(-1,74) < X < 1,74)
T, df=10

Densidad

Finalmente, si X es una variable aleatoria que sigue una distribucién F-Snede-
cor con nueve grados de libertad en el numerador y siete grados de libertad en
el denominador, entonces P(X > 2,5) =1 - P(X < 2,5) = {Minitab o Excel} =1 -
0,8797 = 0,1203 (figura 32).

Figura 32. Probabilidades en una F-Snedecor

P(X > 2,5)
Fdf1=9,df2=7

(i 7t

0,6 -

0,5

0,4

Densidad

0,3

0,2 -

D5l

0,0

Nota

Notar que P(-1,74 < X < 1,74)
viene representada por el area
marcada en la figura 31

(esto es, el area comprendida
entre los valores —1,74y 1,74).
Para calcular dicha area, se cal-
cula P(X <1,74) (p. €j., el area
alaizquierda del 1,74) y

al valor obtenido se le resta
P(X <-1,74) (p. €j., el area

a laizquierda del -1,74). Para
calcular P(X < 1,74) con Mini-
tab se usa el mend Calc >
Probability Distributions > t...,
especificando los grados de li-
bertad (10 en este ejemplo)

y el valor de la constante (1,74
en este caso). Andlogamente
se obtendria el valor de

P(X <-1,74).

Nota

De forma analoga a como
ocurria en el caso de las distri-
buciones binomial y normal,
también existen tablas que
permiten calcular, sin necesi-
dad de utilizar software

como Minitab o Excel, las pro-
babilidades asociadas a una
distribucién t-Student o
F-Snedecor (ver, p. €j.,
http://www.statsoft.com/
textbook/distribution-tables).
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Resumen

En este mo6dulo se han presentado las técnicas bésicas de la estadistica descrip-
tiva univariante: representacién gréafica de datos discretos y continuos, orga-
nizacién de los datos mediante tablas de frecuencias y uso de estadisticos
descriptivos para resumir datos. Conviene recordar que el tipo de gréfico, tabla
o estadistico a usar dependera siempre del tipo de variable considerada (cate-
gorica, cuantitativa discreta o cuantitativa continua), asi como del tipo de in-
formacién que se desee obtener.

Ademas, se ha explicado también el concepto de probabilidad de un suceso,
que desempefia una funcion relevante en el analisis y predicciéon del compor-

tamiento de las variables aleatorias asociadas a fenémenos cotidianos.

Finalmente, se han presentado algunos de los principales modelos matematicos
que se usan para describir, de forma teérica, el comportamiento de variables
aleatorias: la distribucién binomial, la normal, la t-Student y la F-Snedecor son
algunos ejemplos de dichos modelos. El calculo de probabilidades asociadas a va-
riables que se comportan segn alguno de estos modelos permite entender mejor
su comportamiento y realizar estimaciones sobre la poblacion de individuos de la
que provienen los datos.
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Ejercicios de autoevaluacion

1) La tabla siguiente resume las respuestas ofrecidas por doscientos usuarios de un portal web
a la pregunta “el nivel de usabilidad del portal es adecuado”:

Respuesta Frecuencia
Totalmente de acuerdo 50
De acuerdo 75
Ligeramente de acuerdo 25
Ligeramente en desacuerdo 15
En desacuerdo 15
Totalmente en desacuerdo 20

Se pide que hagdis lo siguiente:

a) Construir un diagrama de barras que permita visualizar las respuestas obtenidas.

b) Calcular la frecuencia relativa de apariciéon de cada respuesta y construir un diagrama cir-
cular para ilustrar dichos valores.

2) La tabla siguiente contiene cuarenta observaciones para el tiempo transcurrido (en horas)
entre el envio de un mensaje a un foro en linea y su correspondiente respuesta.

4,0 3,5 3,1 6,0 5,6 3,1 2,9 3,8
4,3 3,8 4,5 3,5 4,5 6,1 2,8 5,0
5,4 3,8 6,8 4,9 3,6 3,6 3,8 3,7
4,1 2,0 3,7 5,7 7,8 4,6 4,8 2,8
5,0 5,2 4,0 5,4 4,6 3,8 4,0 2,9

A partir de estos datos, debéis hacer lo siguiente:

a) Construir un diagrama de tallos y hojas. Usad 1,0 como unidad de incremento.

b) Construir un histograma.

c) ;Se observa en los datos algin patrén claro? ;Cuél es la moda de la distribucién de los da-
tos?

3) La tabla siguiente muestra veinte observaciones de la variable aleatoria “ntmero de co-
rreos electronicos recibidos en un dia”.

3,9 3,4 5,1 2,7 4,4
7,0 5,6 2,6 4,8 5,6
7,0 4,8 5,0 6,8 4,8
3,7 5,8 3,6 4,0 5,6

Se pide que hagdis lo siguiente:

a) Hallar los estadisticos descriptivos de esta muestra. ;Cuanto vale el rango intercuartilico?
(Entre qué dos valores estdn comprendidos el 50% de los datos centrales de la muestra?

b) Construir un diagrama de cajas y bigotes (boxplot). ;Hay algin valor anémalo (outlier) en-
tre las observaciones?

4) Cuando se efecttia un control antidopaje a un atleta que no ha tomado sustancia alguna,
la probabilidad de que el test dé un falso positivo es de 0,006. Si durante una competicién se
efectta el test a un total de 1.000 atletas que estan libres de sustancias, ;cudl serd el nGmero
esperado (promedio) de falsos positivos?, ;cudl es la probabilidad de que el namero de falsos
positivos sea superior a quince?, ;qué cabria pensar si aparecen mas de quince positivos?

5) De acuerdo con el Instituto Nacional de Estadistica, el 9,96% de los adultos residentes en
Espafia son extranjeros. Con el fin de realizar una encuesta, se pretende contactar con una
muestra aleatoria de mil doscientos adultos residentes en Espafia. ;Cual sera el nimero espe-
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rado (promedio) de extranjeros que contendrd dicha muestra?, jcudl es la probabilidad de
que la muestra contenga menos de cien extranjeros?

6) El tiempo de duracion de un embarazo es una variable aleatoria que se distribuye de forma
aproximadamente normal con una media de doscientos sesenta y seis dias y una desviacién
estandar de dieciséis dias. ;Qué porcentaje de embarazos duran menos de doscientos cuaren-
ta dias (unos ocho meses)?, ;qué porcentaje de embarazos duran entre doscientos cuarenta
y doscientos setenta dias (entre unos ocho y nueve meses)?, ;a partir de cuantos dias se sitGan
el 20% de los embarazos més largos?
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Solucionario

1

a)

Totalmente de acuerdo 50 25,0%
De acuerdo 75 37,5%
Ligeramente de acuerdo 25 12,5%
Ligeramente en desacuerdo 15 7,5%
En desacuerdo 15 7,5%
Totalmente en desacuerdo 20 10,0%
Totales 200 100%
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2)

a)

Stem-and-Leaf Display: precios

Stem-and-leaf of precioz N = 40
Leaf Tnit = 0.10

5 2 08399
18 3 1155667788888
rlly 4 00013556639
11 5 0024467
4 6 013
1 7 8
b)
Histograma de precios
9 4
8 -
7 -
6
S 54
c
v
g 44
2
S 3_
2
14
0 T 1 T T T T 1
2 3 4 5 6 7 8

Precios

c) Aunque no parece haber ningin patrén claro en los datos, si se aprecia —tanto en el histo-
grama como en el grafico de tallos y hojas— una cierta forma de campana, con la parte central
maés elevada y unos extremos o colas mas bajas. La moda de este conjunto de datos es 3,8 ya
que, como se aprecia en el diagrama de tallos y hojas, es el valor que mas aparece.

3)

a)

Descriptive Statistics: N_e-mails

Variahle N N¥ Mean B3E Mean StDev HMinimum 1l HMedian
N _e-mails 20 0 4.810 0.291 1.302 Z.600  3.750 4800

Variahle Maimum
N _e-mails 7.000

3
S.600

El rango intercuartilico es Q3 - Q1 = 5,60 - 3,75 = 1,85. Entre Q1 = 3,75 y Q3 = 5,60 estdn
comprendidos el 50% de los datos centrales.
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b)

Boxplot of N_correos electrénicos

N_correos electrénicos

No se observa, en este caso, ningin valor anoémalo (outlier), ya que el grafico no muestra nin-
gan simbolo “*”.

4) En este caso, puesto que el resultado de cada test puede ser “positivo” (con probabilidad 0,006)
0 “no positivo” (con probabilidad 1 — 0,006 = 0,994), la variable aleatoria X = “namero de falsos
positivos en 1.000 pruebas a atletas limpios” sigue una distribucién binomial de pardme-
tros n = 1.000 y p = 0,006. En el caso de la binomial, la media o valor esperadoesu=n-p =6, es
decir, cabe esperar que al aplicar el test a 1.000 atletas “limpios” haya seis falsos positivos.

Por otra parte, P(X > 15) = 1 — P(X <= 15) = {Minitab o Excel} = 1 - 0,9995 = 0,0005. Por tanto, si
aparecen mas de quince positivos cabria pensar que muy probablemente no todos ellos sean fal-
SOS.

5) En este caso, la variable aleatoria X = “ntimero de extranjeros en la muestra” sigue una
distribucién binomial de pardmetros n = 1.200 y p = 0,0996. Por tanto, el valor esperado de
extranjeros en la muestraes p=n-p = 119,52, es decir el promedio de extranjeros para las
muestras de esas caracteristicas es de, aproximadamente, 120.

Por otro lado, P(X < 100) = P(X <= 99) = {Minitab o Excel} = 0,0245, es decir, es muy poco
probable que una muestra contenga menos de 100 extranjeros si ésta es realmente aleatoria.

6) Se considera la variable aleatoria X = “dias que dura un embarazo”. Cabe tener en cuenta
que X ~ N (266,16).

P(X < 240) = {Minitab o Excel} = 0,0521, es decir, el 5,2% de los embarazos duran menos de
ocho meses.

P(240 < X < 270) = P(X < 270) — P(X < 240) = {Minitab o Excel} = 0,5987 — 0,0521 = 0,5466,
es decir, el 55% de los embarazos duran entre ocho y nueve meses.

Finalmente, se pide el valor c tal que P(X > ¢) = 0,20, es decir: P(X <¢)=1-P(X >¢) =0,80 >
¢ = {Minitab o Excel} = 279,47, es decir, el 20% de los embarazos supera los doscientos setenta
y nueve dias.
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Introduccion

El objetivo de la inferencia estadistica es obtener informacién acerca de una
poblacién, partiendo de la informacién que contiene la muestra. La seleccion
de la muestra debe garantizar su representatividad, lo que se consigue eligién-
dola al azar mediante diferentes procedimientos de muestreo que se estudian
en el modulo 5.

Una vez seleccionada una muestra, se dispone de un conjunto de valores, en
cuyo caso los métodos descriptivos estudiados en el modulo 1 facilitan el analisis
de estos valores muestrales. El problema que ahora se aborda es la extension
de estos resultados al conjunto de la poblacién o, en otras palabras, dar res-
puesta al siguiente interrogante: Dada cierta informacién muestral ;qué pode-

mos afirmar de la poblacién?

La solucién de este problema sera el objetivo de la inferencia estadistica.

Hasta ahora se habia supuesto que los valores de los parametros de las distri-
buciones de probabilidad eran conocidos. Pero esto casi nunca ocurre, de ma-
nera que tenemos que usar los datos muestrales para estimarlos. Los

estimadores proveen valores a esos parametros.

Cuando las inferencias que se realizan se refieren a caracteristicas poblaciona-
les concretas, es necesaria una etapa de disefio de estimadores. En este m6dulo
se presentan los conceptos basicos para la estimacion de la proporcion, de la

media y de la varianza de la poblacion respectivamente.

Un enfoque alternativo es indicar un rango de valores, entre los cuales tiene
que estar el pardmetro con una determinada precision: esta es la idea de un
intervalo de confianza.

A continuacién se plantea en este mddulo el problema del contraste de hi-
potesis, desarrollando métodos que permiten contrastar la validez de una
conjetura o de una afirmacion utilizando datos muestrales. El proceso co-
mienza cuando un investigador formula una hipoétesis sobre la naturaleza de
una poblacién. La formulaciéon de esta hipdtesis implica claramente la elec-
cién entre dos opciones; a continuacién, el investigador selecciona una op-
cién basandose en los resultados de un estadistico calculado a partir de una
muestra aleatoria de datos.
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Objetivos

Los objetivos académicos del presente mddulo se describen a continuacién:

1. Explorar las distribuciones de la media, de la proporcién y de la varianza mues-
tral.

2. Aplicar el Teorema central del limite.
3. Crear intervalos de confianza.
4. Usar la distribucion t en una prueba de hipoétesis.

5. Utilizar la distribucién chi-cuadrado ( Xz) en una prueba de hipotesis.
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1. Distribuciones muestrales y Teorema central
del limite

Una muestra aleatoria permite hacer inferencia sobre ciertas caracteristicas de la
distribucion de la poblacién. Esta inferencia estara basada en algtn estadistico,
es decir, alguna funcién particular de la informacién muestral. La distribucion
muestral de este estadistico es la distribucion de probabilidades de los valores
que puede tomar el estadistico a lo largo de todas las posibles muestras con el
mismo namero de observaciones, que pueden ser extraidas de la poblacion.

Por ejemplo, en la distribucidon normal, los dos parametros son la media de la
poblacién py la desviacion estandar poblacional c. Se puede estimar el valor p
calculando el promedio muestral o media muestral, x, y el valor de c median-
te el célculo de la desviacion tipica muestral, s. En este caso la media muestral,
x y la desviacién tipica muestral, s, son los estadisticos. En el caso de la distri-
bucién binomial, los pardmetros son n y p. Para estimar el pardmetro propoz-

cion poblacional, p, se utiliza el estadistico proporcion muestral, p.

El estudio de las distribuciones muestrales se puede ilustrar mediante la crea-
cién con Minitab de 100 muestras de datos aleatorios normales con media 80
y desviacion tipica 5, con 9 observaciones de cada muestra (figura 1). A partir
de datos aleatorios se crea una columna de datos que contenga el promedio de

cada muestra o media muestral.

Figura 1. Pasos a seguir para estudiar una distribucién muestral

= Minitab - Untitled Sample From Calumns. ., Pasos a seguir

Fle Edt Data| Calc Stat Graph  Edtor Tools chi-Square...
ZH| & o B b i Se sigue la ruta Calc > Random
| — o = Data > Normal: (1). Se rellenan
I—‘ gg Column Statistics. . Multivariate Marmal, . ata orma ( ) Serellena
los campos en la ventana co-

=+ Row Statistics. ., .
Sor— £ E. rrespondiente: (2).
El Session 220 Standardize.., (e

Make Patterned Data » UniForm. ..

2
Make Mesh Data. . Berrioull..,

Welcome to Mi 3¢ Make Indicator Yariables.., Biromial: .

Eeometric, ..

Set Base,

Megative Binomial. ..

Probability Distributions 3 Hypergeometric,..

«—1

Discrete, .
Matrices 3

Integer...

Boissan.... Normal Distribution r)?
Eeta... Nurnber of rows of data to generate: ||gg

Cauchy. .. Store in columnis):
Exponential. .. c1-ce

Gamma. .,

Laplace. ..

Largest Extreme Yalue...

Logistic. ..

Loglogiskic.... Mean: ISU
Lognormal..., Standard deviation: [5—
smallest Extreme Yalue. .. salect |
Triangular..: I
tiangular T - —

Weibull. .,
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Se ha generado asi una matriz de nueve columnas y cien filas (figura 2). Cada
componente de esta matriz es una observacion aleatoria proveniente de

una distribuciéon normal de media 80 y desviacioén estandar 5.

Figura 2. Resultado de una matriz

= Minitab - Untitled - [Worksheet 1, ***]

@ File Edit Data Calc Stat Graph Editor  Tools  Window  Help

FH &8 sme o BT AL SCeH | C
/| E | x o+ 2] |
s+ | 2 | 8 | 4 | & | 6 | o
| | | | | | |

862119 798202 B3.3041 B©52706 B43977 733733 792915 797839 859532
2 | 77oe08| 77ET4s| 750217 TeA485| 802022) 775314| 763676 752757 817320/
3 | 794466 517029 795951 B45797| 7FO9B1| B33234 894473 745767 &0 4057
4 | 752041 798637 794250 76,8203 776463 748025 91991 81,1118 78,1692
5 | 80,3298| 808675 918815| 776024| 717586 845731 B5E013| 78,1734| 788703
6 | 725595 752371| 852919 BOZ6GS| 534426 094647 B2G151| 749094 835735
7 | 834955 790893 BOSTO0 742571| BOSTOS) 83.4504| 752943 75349 84,1050
8 | 777082 TEEST0| 747272| 824225 544440 754365 79EO17| 83 537T1| 812270
9 | 934490 51,1309 FE9926 855979 5470465 782026 575054 637920) B5A21G
10 | 910768 555595 540052 EBS5531| 70466 7RETTS| 529853 708620| 798055
41 | 785384 772805 533320 018047 7EO703| 735195 843317 75,8071 744023
91 | 657335 738425 67661 57170 835731 841641 75,1929 7o5862| &1 4350
97 | 750597 ©30876 778049 717392 839294 902161 764049 745141 781745
93 | 855216 £35000) 708513 624729 850008 754955 773336 79E95Y| 79559
o4 | 747113| BE5013| 795273 76,5099 707168 6685965 703262 ©15301| &25002)
95 | 842597 703432 821207 519862 800716 791272 832129 800331 749672
96 | 795742 754683| BOS3TE 755732 839279 BOSS97| 519438 802280 79EZ79)
o7 | 915282 810194 773914 779764| 732830 76,0476 OF 2748 B6E3I03 851350
98 | B18135 827231 B10083 841466 792423 81,0257 781474 B43158 745273
99 | 737441| 79PR40| 742215| B5.950R| 759545 B16767| 77 5596| 77.1299| 851596
100 | 778603 804039 75,1897 737551 727348 759803 740260 692976 77 5815

Se considera que cada una de las filas obtenidas es una muestra, y se calcula la

media asociada a cada una de estas cien muestras (figura 3):

Figura 3. Pasos a seguir para calcular las medias

Row Statistics

Statiskic

" Sum " Median

* Mean " Sum of squares
" Standard deviation M bakal

£ Minimurm " M nonmissing
{7 Maxirmum {7 M missing

" Range

Input variahles:

TR

%]

C1-C9

Store resulbing | c11

Ok I Cancel

Pasos a seguir

Una vez generados los datos se
sigue la ruta Calc > Row Statis-
tics y se rellenan los campos en
la ventana correspondiente:

3).
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En la columna C11 de la figura 4 hay cien nuevos valores (las medias). En la

figura 5 se muestran los dotplot asociados a las columnas C1 (que representan cien

valores aleatorios obtenidos de una normal 80-5) y C11:

Figura 4. Resultado del analisis

+ C1

g6, 2119
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77 2005
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F=p=ra by
79 5951
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816515
85,2919
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4

85,2706
78 5400
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77 B024
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Cc5

84,3977
80,2022
77,2981
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80,5703
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84 2465
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73,3733
779314
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Figura 5. Pasos a seguir para crear el grafico de puntos de los dotplot

Dotplots

One Y
Simple

Wifith Groups

Stack Groups

= 2

"

188

L L=}

[ 1 Julala]
L 1 Js]

Mulkiple v's
Simple

x|

Skack ‘'s

With Groups

Stack Groups

Help

ﬁ‘ seae

Y12 ssae

1 LR N

Yzz .::

£

.
oo [wo
o0 [eoo
TR

.

Cancel

La salida de Minitab de la figura 6 muestra que
la distribucién de la variable aleatoria inicial X
(columna C1) era normal y, segtn el gréafico
de puntos, parece que también la distribucién
de la v.a. X-barra (x) es normal, de media
muy similar y desviacién estdndar menor (los

puntos de la x estdn menos “dispersos” que

los de la x).

También podemos hacer un histograma de fre-
cuencias de la distribucion de las medias mues-
trales (x), como se aprecia en la figura 7.

3k Dotplot of C1; x-barra

Cc1

w-harra

c8

79,7535
792787
74 5262
81,1118
78,1734
74 9094
75 5345
836371
837920
70 Be20
78 8071
85 7643

Dotplot of C1; x-barra

c9

g4 9832
g1,7320
88 4057
78,1692
78,5703
g3 5735
g4 1050
81,2270
B5 5216
79 8056
74 4023
75 4986

C10 Cc11

®-barra
81 9429
77 7a72
79 8583
79,4488
799175
79 BOE5
20,1016
799103
80,7571
77,8031
79,5042
78,7350

Cc12

Pasos a seguir

Se sigue la ruta Graph > Dotplot
y se rellenan los campos en la
ventana correspondiente: (4).

Figura 6. Grafico de puntos de valores de los dotplot

70,0

275 91,0
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Figura 7. Histograma de frecuencias absolutas de valores de x a partir de nueve muestras
aleatorias simples, cada una de tamafio cien

Histogram of x-barra
MNormal

18 4
_— Mean 79,96
16 - StDev 1,582
N 100

14+

) n ﬁl\_

Frequency
+-]
1
N
/

75,0 76,5 78,0 79,5 81,0 82,5

x-barra

Finalmente, en la figura 8 se obtienen los estadisticos que describen la distri-

bucioén de las medias muestrales.

Figura 8. Resultado del andlisis de X-barra

P i
Descriptive Statistics: x-barra af0s a e

Se sigue la ruta Stat > Basic

Variable N = Mean &SE Mean StDev Minimum 01 Statistics > Display Descriptive
Median Q3 Statistics y se selecciona la va-
x-barra 100 0 79,962 0,158 1,582z 75,192 78,514 riable C17 (x-barra) en la ven-
80,146 81,000 tana correspondiente.

Variable Maximum
x-barra G3,154

La media de los cien valores contenidos de la columna C11 (y que es una
aproximacién a la media de la v.a. X-barra) es de 79,962, valor muy similar a

la media de X (que era de 80). Esto es coherente con lo que la teoria nos indica:
* La media muestral coincide con la media de la poblacién, pg = p.

La desviacion estandar de los cien valores de la columna C11 (que serd una
aproximacion a la desviacion estandar de X-barra) es de 1,582. Si tomamos la
desviacion estandar de X (que era de 5) y la dividimos por 3 (raiz de 9, el ta-

mafio de la muestra), obtenemos el valor 1,667.

e Ambos valores son muy parecidos, tal y como la teoria predice:

°x= Y

Es interesante seflalar que si no se hubiera tomado inicialmente una variable
normalmente distribuida, las conclusiones obtenidas serian semejantes siem-
pre que el tamafio muestral n fuera lo suficientemente grande tal y como pre-

dice el Teorema central del limite.
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Teorema central del limite

El anélisis anterior se aplica so0lo a la distribucién normal. ;Qué ocurre si nues-
tros datos provienen de otra distribucion de probabilidad? ;Podemos decir
algo acerca de la distribucién muestral de la media en ese caso? Para ello se uti-
liza el Teorema central del limite, el cual expresa que si tenemos una muestra
tomada de una distribucion de probabilidad con media p y desviacion tipica
de o, la distribucién muestral de X es aproximadamente normal con media p
y desviacion tipica de, 0/ Jn que es el error estandar. Lo notable acerca del
teorema central del limite es que la distribucion de la media muestral de x es
mas o menos normal, sea cual sea la distribucion original de probabilidad. A
medida que aumenta el tamafio de la muestra, la aproximacion a la distribu-

cidén normal se acerca cada vez mas.

Una consecuencia de este teorema es:

Dada cualquier variable aleatoria con esperanza p y para n suficiente-
mente grande, la distribucién de la variable:

X—p

VA

es una normal estandar N(O,1).

Un caso particular es la aproximacion de la binomial a la normal:

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon B(n, p) binomial con n suficien-
temente grande. Entonces, X es aproximadamente normal con esperanza np y

varianza np(1-p).

En este caso, n grande significa que np y np(1-p) son los dos mayores que 5 o

bien que n > 30.

Por tanto, cuando el tamano de la muestra, n, es grande, la distribucion

de la proporcién es aproximadamente una distribucion normal de es-

peranza p y desviacion tipica y/p(1— p)/n. En este caso /p(1-p)/n, co-

rresponde al error estandar N| p, pA=p) .
n

Ejemplo: se hace una encuesta sobre un determinado tema que tiene dos op-
ciones, A y B. La probabilidad de que un individuo concreto opine A es py n

es el namero de encuestas hechas. Hemos preguntado a cuatrocientos habi-

Nota

Consideraremos que n es lo
bastante grande cuando,
como minimo, n> 30.

Calculo del error estandar

Recordemos que si la variable
tiene una desviacién tipica co-
nocida o, el error estandar se

puede calcular como o/\n.

Cuando o es desconocida,
calculamos el error estandar

como s/\/ﬁ, siendo s la desvia-
cién tipica de la muestra.

Recordatorio

Si X sigue una distribucién

binomial de parametros ny p,
entonces:

PX = k)= [:jpk (1-p)"*

para los k € {0, ..., n}
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tantes y encontramos que el 30% opina A, es decir, que podemos establecer
que p =0,3. Entonces, la distribucién de la proporcion de habitantes que opina
A sigue una distribucién normal, cuya media es 0,3, que coincide con la pro-
porcion del 30% de los habitantes de la poblacidon que opinan A, y la desvia-
cion estandar es 0,0229, que corresponde a la desviacion tipica de la poblacion
dividida por la raiz cuadrada del tamarfio de la muestra.

N|0,3, /w =N(0,3;0,0229)
400
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2. Distribucion de la media muestral

Se deben considerar dos casos para la distribuciéon de la media muestral.
Caso de desviacion tipica poblacional conocida

Si la variable que estudiamos sigue una distribucién normal con media py
desviacion tipica o conocidas, entonces la media muestral es también nor-
mal con la misma media p y desviacion tipica G/\/H, donde 7 es el tamano
de la muestra.

Siempre que la distribucién de las medias muestrales sea una distribucién nor-
mal, se puede calcular una variable aleatoria normal estandarizada, Z, que

tiene una media O y una varianza 1:

Si la distribucion de la poblacién no es normal pero el tamafio muestral n es
suficientemente grande, entonces se usara el teorema central del limite y la va-
riable media muestral se aproxima a una normal estdndar a medida que el ta-
marfio de la muestra aumenta. En general, dicha aproximacion se considera

valida para tamafios muestrales superiores a treinta.

En el apartado anterior se vio que la variable aleatoria binomial sigue una dis-

tribucién normal aproximada cuando aumenta el tamafio de la muestra.

Ejemplo: en la asignatura de Archivistica de una licenciatura de Documen-
tacion se sabe que las calificaciones siguen una distribucién normal de me-
dia 7,4 y desviacién estandar 0,78. Se desea conocer el porcentaje de
estudiantes con nota superior a 6,5 e inferior a 8,5. ;Con qué nota se va a
calificar como "excelente” (A), si esta es la calificaciéon del 5% de estudian-
tes con mejor nota?

Solucion:

La variable sigue una distribucién N(7,4; 0,78). Primero se calcula el estadistico
Z normal estandarizado:

P(6'5§XS8,5):P(6,5—7,4<X—7,4<8,5—7,4j:

0,78 ~ 0,78 ~ 0,78
=P(-1,15<Z <1,41) =
= P(Z<1,41)- P(Z <-1,15)=0,9207 -0,1251 = 0,7956

Nota

Si o es la desviacién tipica de la
poblacién y n el tamafio de
la muestra, se define el error
estandar de la media mues-
tral como:

o/

Observad

El error estandar es cada vez
menor cuanto mayor es el ta-
mafio de la muestra.
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Los valores de probabilidad se buscan en la tabla N(0,1) o calculdndose con
cualquier programa estadistico como se muestra en el ejemplo desarrollado en

el moédulo 1.

A la vista del resultado, se puede decir que el porcentaje de estudiantes con
nota superior a 6,5 e inferior a 8,5 es de 79,56%.

Para calcular la nota a partir de la cual se califica como excelente, se calcula el
estadistico Z normal estandarizado:

X-7,4_A-7,4
0,78 ~ 0,78

P(XZA):P( j=P(Z2ZA)=0,05

En las tablas de la N(0,1) o mediante cualquier programa estadistico se busca
un valor z que deje a la derecha un area de 0,05, aproximadamente el valor es:
z, =1,645, de manera que:

A-7,4

=1,645 =  A=7,4+1,645-0,78=8,683
0,78

A partir de una nota de 8,6 se califica como “excelente”(A).
Caso de desviacion tipica poblacional desconocida

Cuando la desviacion poblacional es desconocida y el tamafio de la muestra es pe-
quefio, deberemos hacer una estimacién de la desviacién tipica con la llamada
desviacion tipica muestral. Para ello es necesario presentar una nueva distribucién
de probabilidad. Esta nueva distribucion se conoce con el nombre de t de Student
cuyas caracteristicas se explicaron en el médulo 1.

Para determinar la distribucion de la media muestral cuando la desviacioén po-
blacional es desconocida, se debe calcular la desviacion tipica muestral:

Si la variable estudiada sigue una distribucién normal con media p y desvia- Not
ota

cion tipica desconocida, entonces el estadistico media muestral sigue una dis-
En este caso se define el error
estandar de la media mues-
tral como:

tn—lz)_(_l'l Y«/ﬁ

tribucién t,,_4, es decir, una t de Student con n-1 grados de libertad.

Los grados de libertad asociados con el valor de t son n—1(tamafio de la mues-

tra menos uno).
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Ejemplo: el tiempo que han tardado en infectarse de virus cada uno de los or-
denadores de una editorial ha sido: 2,5; 7,4; 8,0; 4,5; 7,4y 9,2 segundos.

Suponemos que el tiempo que tarda un ordenador de esa editorial en infectar-
se sigue la distribucién normal de media 6,5 y se desconoce la varianza pobla-
cional. Se desea calcular la probabilidad de que un ordenador tarde entre 5y
10 segundos en infectarse.

Solucién:

Como se desconoce la varianza de la poblacion, la media muestral seguirad una
distribucién t de Student con 5 grados de libertad.

Para calcular el valor del estadistico t, se debe calcular la desviacion tipica
muestral. El valor obtenido es S = 2,5:

La probabilidad solicitada sera:

5-6,5 10-6,5

5<T<10)= S 4 <106
M ) p(z,S/JE 572,5/76
Dits <3,43)— plts <—1,47)=0,99— 0,1 = 0,89

J:p@L47sgg3A$=

Para calcular la probabilidad se utiliza la tabla t o un programa estadistico (fi-
gura 9).

Figura 9. Resultado de Minitab
Cumulative Distribution Function

Pasos a seguir

Para calcular las probabilidades

Ftudent's t distribution with 5 DF de una distribucién t de Stu-
dent se sigue la ruta Calc> Pro-

¥ P M <£=ux) bability Distributions > ty se

3,43 0,930652 completan los pardmetros en

la ventana correspondiente. El
resultado se muestra en la figu-

Cumulative Distribution Function rag.

Student's £ distribution with 5 DF

¥ P X =% )
-1,47 0,100755
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3. Distribucion de la proporcion muestral

En el apartado 5 del mo6dulo 1 se dijo que la distribucién binomial era la suma
de n variables aleatorias independientes, cada una de las cuales tiene una pro-
babilidad de éxito p. Para caracterizar la distribucion se necesita conocer el va-
lor de p, que es la proporcion de miembros de la poblaciéon que tienen una
caracteristica de interés. La proporcion muestral de éxitos en una muestra

aleatoria extraida de una poblacion en la que la proporcién de éxitos p sera:

~ X
p=—
n
Por lo tanto p es la media de un conjunto de variables aleatorias independien-
tes. Ademas puede utilizarse el teorema central del limite para sostener que la

distribucién de probabilidad de }AJ puede considerarse una distribucién nor-

mal si el tamafio de la muestra es grande.

N[p, p(l—p)J

n

Igual que en el caso de la media muestral, siempre que la distribucion de la
proporcién muestral sea una distribucién normal, se puede calcular una va-
riable aleatoria normal estandarizada, Z, que tiene una media cero y una va-

rianza uno.

La proporcién muestral tiene muchas aplicaciones, entre las cuales se encuen-
tra el estudio de los resultados de encuestas, la estimacién de la cuota porcen-
tual del mercado, el porcentaje de inversiones empresariales que tiene éxito y

los resultados electorales entre otros.

Ejemplo: el 22% de los discos se venden por la Red en formato MP3 y el resto
se vende en tiendas en formato CD. Se consideran las ventas de los proximos
5.000 discos. Se desea saber ;qué distribucion sigue la proporcion muestral
de discos vendidos por la Red? ;Cuadl es el nimero esperado de discos que se
venderan por la Red? ;Cuadl es la probabilidad de que se vendan por la Red
mas de 1.500 discos?

Solucioén:

En este ejercicio se tiene que p = 0,22 y n = 5.000.

Distribucion de la
proporciéon muestral

Es una aplicacién del Teorema
central del limite.

Nota

La distribucién de p tiene
una media igual a la propor-
cién poblacional p.

La desviacion estandar de

[3 es el error estandar de la
media muestral como:

. = [p(1-p)
P n

Observad

El error estandar es cada vez
menor cuanto mayor es el ta-
mafio de la muestra.
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Para determinar la distribucién de la proporcién muestral, dado que el tamario
de la muestra es grande n = 5.000, se aplica el teorema central del limite. La
distribucion serd aproximadamente normal, el valor de la media es el de la

proporcién poblacional (0,22).

Se calculara el error estandar s~ = }w =0,00586
p 5.000

El valor esperado de discos vendidos por la Red sera del 22% de los 5.000 que

se venden en total, es decir, 1.100 discos en formato MP3.

La probabilidad de que se vendan menos de 1.500 discos por la Red sera igual
a la probabilidad de que la proporcién muestral sea superior o igual al 30%.
Para obtener esta probabilidad, primero se calculard el estadistico Z normal es-

tandarizado:

0,30-0,22

P(p>30%)=P| z
(p>30%) [ ”70,00586

] =P(Z>13,41)=0

La probabilidad de Z se obtiene en la tabla N(0,1). En la practica, los calculos
probabilisticos anteriores se suelen automatizar con la ayuda de algin soft-
ware estadistico o de analisis de datos. La figura 10 muestra como se pueden

calcular probabilidades de una normal con ayuda de Minitab.

Figura 10. Célculo de probabilidades con Minitab

3 Minitab - Untitled

File Edit Dsta| Cale Stab Graph Editer Tock
[ B calcuston..
—= ;. HE column statistics. ..
i
=3 Row Statistics.,.

i} £17 Standardze... —_—1
=) Make Patterned Data v
Make Mesh Data
11} Make Indicator Variables
Cumulative D setpace )
Normal with m Random Data Y

¥ PIW < m

Normal Distribution Eﬁ

" Probabiity density
(+ Cumutative probability
 Irwverse cumulative probabiy

Mean: [po

Standard daviation: 1,0

13,41 1

Pasos a seguir

Se sigue la ruta Calc > Proba-
bility Distributions > normal
(1) y se completan los para-
metros en la ventana corres-
pondiente (2). El resultado se
muestra en (3). El programa
calcula P(Z < =13,41).

— 3

™ Irpuk column;: |
Ophicnal starage: | B Session
% Input constant: |13,4| Clumulative Distribution Function
Q Optional starage: I Normal with mean = 0 and standacd deviation = 1
e [ ] ol | = Bl % <ex)
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El valor obtenido con Minitab es P(Z < =13,41). Por lo tanto, para obtener
la probabilidad deseada calcularemos la probabilidad complementaria
P(Z>13,41)=1-P(Z<=13,41)=1-1=0.
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4. Distribucion de la varianza muestral

Una vez analizadas las distribuciones de las medias muestrales y las proporcio-
nes muestrales, se examinaran las distribuciones de las varianzas muestrales.
A medida que las empresas y la industria ponen mas énfasis en la produccién
de productos que satisfagan los criterios de calidad, es mayor la necesidad de
calcular y reducir la varianza poblacional. Cuando la varianza es alta en un
proceso, algunas caracteristicas de los productos pueden tener una gama mas
alta de valores, como consecuencia de la cual hay mas productos que no tie-
nen un nivel de calidad aceptable. Se pueden obtener productos de calidad si
el proceso de produccion tiene una varianza baja, de manera que es menor el
numero de unidades que tienen un nivel de calidad inferior al deseado. Com-
prendiendo la distribucidn de las varianzas muestrales podemos hacer inferen-

cias sobre la varianza poblacional.

Si se estudia una muestra aleatoria de tamafio n y varianza muestral s> obteni-
da de una poblacion normal de media p y varianza o*> desconocidas, en-
tonces la varianza muestral se distribuye como una 1%_1 con n-1 grados
de libertad:

2
2 _ (n — 1) Sx
Xn-1==""7
Ox
Por lo tanto, se pueden hacer inferencias sobre la varianza poblacional *
utilizando s? y la distribucién chi-cuadrado. Este proceso se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo: en una gran ciudad se ha observado que durante el verano las factu-
ras del consumo de electricidad siguen una distribucién normal que tiene una
desviacion tipica del 100 euros. Se ha tomado una muestra aleatoria de 25 fac-
turas. Se desea calcular la probabilidad de que la desviacion tipica muestral sea

inferior a 75 euros.
Solucion:

En este ejercicio se tiene que n = 25y o° = (100)?. Utilizando la distribucién

chi-cuadrado se puede establecer que:

(25-1)75*  ,

P(s? <75%) =P (100 <X3ags |=P(13,5<13agu)

Los valores de la distribucién chi-cuadrado pueden obtenerse en la tabla de di-

cha distribucién con 24 grados de libertad:
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1Bagi =12,401; 1344, =13,848

El valor de probabilidad estara entre 0,025 y 0,05 (0,0428) exactamente.
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5. Intervalos de confianza para una poblacion

En los apartados anteriores hemos considerado la estimacién puntual de
un parametro desconocido de la poblacién, es decir, el calculo de un anico
nimero que sea una buena aproximacién. En la mayoria de los problemas
précticos, un estimador puntual por si solo es inadecuado. Por ejemplo, su-
pongamos que un control hecho sobre una muestra aleatoria de manuales
procedentes de un gran envio de una editorial nos lleva a estimar que el 10%
de todos los manuales son defectuosos. Un gerente que se enfrenta a este dato
posiblemente se hard preguntas del tipo: ;puede estar totalmente seguro de
que el verdadero valor del porcentaje de manuales defectuosos estd entre el 5%
y el 15%? O ;es muy posible que entre el 9% y el 11% de los manuales sean
defectuosos? Esta clase de preguntas requieren informaciéon que va mas alla de
la contenida en una simple estimacién puntual; son preguntas que buscan la
fiabilidad de dicho estimador. En otras palabras, se trata de la bsqueda de un
estimador por intervalos, un rango de valores entre los que posiblemente se

encuentre la cantidad que se estima.

Debemos medir de alguna manera la confianza que podemos tener en el inter-
Nivel de confianza

valo. Este porcentaje de muestras que dan lugar a intervalos que contienen el

P P . . El nivel de confianza también
auténtico valor del parametro es el llamado nivel de confianza. se denota por (1 — a) 100%

normalmente consideraremos
(1 — ), igual a 90%, 95%
Asi pues, un intervalo de confianza para cierto pardmetro con un nivel de con- 099%.

fianza de C% es un intervalo calculado a partir de una muestra de manera que
el procedimiento de céalculo garantiza que el C% de las muestras dé lugar a un

intervalo que contenga el valor real del pardmetro.

La expresion confianza del 95% indica confianza en el método utilizado, de
manera que el 95% de las veces que apliquemos el método a la misma po-
blacién obtendremos intervalos que si contienen el valor del paradmetro po-

blacional.

Intervalo de confianza para la media cuando la poblacién es normal

y conocemos la desviacion estandar
La variable que queremos estudiar sigue una ley normal de media p (desco-
nocida) y desviacion estandar ¢ conocida. Disponemos de una muestra aleato-

ria simple de tamafio n y el valor de la media de la muestra es x.

Se calculan los intervalos de confianza al nivel de confianza (1 — )% median-

te la siguiente expresion:

(media de la muestra — ME, media de la muestra + ME)
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donde ME es el margen de error que tenemos que calcular, de manera que
el (1 -a) % de las muestras produzca un intervalo que contenga el verda-
dero valor de p.

El procedimiento que describimos sirve también para variables que no sigan
una distribucién normal, siempre que la desviacion tipica sea conocida y que

el tamano de la muestra sea n > 30.

Fijamos el nivel de confianza: se acostumbra a considerar (1 — ) igual a 90%,
95% 0 99%.

Calculamos el error estandar de la media como oy = cs/ Jn.
Obtenemos el valor critico, que es aquel valor Z% que hace que:
Zo/ ) =
P(Z = %oy) = a/2

en el que Z es una variable aleatoria normal N(0,1). Se muestra graficamente
en la figura 11.

Figura 11. Gréfico de intervalo de confianza para p con desviacion tipica conocida

Para los niveles de confianza usuales, los valores criticos correspondientes son:
* (1-a)=90%=0,9,a=0,1y 24> =2zy05 = 1,645

4 (1 - OL) =95% = 0,95, o= 0,05 y Za/z =20,025 = 1,96
o (1-a)=99%=0,99, a=0,01y Zyz =2Zy005 = 2,575

Calculamos el denominado margen de error (también denominado precision

de la estimacion) como z,, para el error estandar, es decir, como:

(¢
Zg)2 ﬁ

Nota

Por tanto, el margen de error
es la mitad de la longitud del
intervalo de confianza.
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El intervalo de confianza obtenido con la muestra de partida es:

( ’_‘ila/zi )= )_‘_Zcx/Zi')_""Za/Zi
T N T

o lo que es lo mismo, x + ME.

Es necesario interpretar exactamente los intervalos de confianza. Si se extraen
repetida e independientemente muestras aleatorias de n observaciones de la
poblacién, entonces el 100(1 — a)% de estos intervalos contendra el verdadero

valor de la media poblacional.

El efecto del tamaifio de la muestra

En muchas ocasiones, una vez fijado el nivel de confianza nos marcaremos
Tamaiio de la muestra

como obijetivo dar el valor del pardmetro p con cierta precisién. La tinica ma-

N . . Es facil ver que si queremos re-
nera de obtener la precision deseada consiste en modificar de forma adecuada ducir el anc(?m deﬂntervab de

confianza a la mitad, debere-
mos tomar una muestra cuatro

de error ME; puesto que sabemos que: veces mayor.

el tamafio de la muestra. Supongamos que deseamos una precisiébn o margen

o
ME = Z(X/Z ﬁ

Se obtiene el tamafio deseado de la muestra para dicha precision:
2 (52

n= (Za/z) W

Intervalo de confianza para la media cuando la poblacién es normal

y desconocemos la desviacion estandar

La variable que queremos estudiar sigue una ley normal de media p (desconoci-
da) y desviacién estandar también desconocida. Disponemos de una muestra

aleatoria simple de tamarfio ny el valor de la media de la muestra es Xx. Entonces:

Calculamos los intervalos de confianza al nivel de confianza (1 — a)%, median-
te la siguiente expresion se fija el nivel de confianza, que habitualmente se

escribe como (1 — a)%.

Calculamos la desviacién tipica muestral S para obtener el error estandar de

la media como:

Sy =
o
Calculamos el valor critico, que es aquel valor £/, tal que:
Pt 12t 1,0/2)= /2

en el que £,,_; es una variable aleatoria de Student con n — 1 grados de libertad.
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Como el margen de error es:

N
ME = tn—l,a/Z -
n

N

El intervalo de confianza obtenido con la muestra es el siguiente:

X+ ME

Intervalo de confianza para la proporcién

Interesa conocer la proporcion de miembros de la poblacion que poseen una
caracteristica especifica. Si se toma una muestra aleatoria simple de tamafio n,
la proporcién muestral es un buen estimador de la proporcién poblacional. En

este apartado se desarrollan intervalos de confianza para la proporcion.

Cuando el tamafio de la muestra sea bastante grande, en concreto siempre que
el tamafio sea superior a cien, se aplicaré el teorema centra del limite, y, como
se ha visto en apartados anteriores, la distribucién de la proporciéon muestral

sigue una distribucion normal estandar N(0,1).

Igual que en los intervalos anteriores se calcula el margen de error como Zq)2
multiplicado por el error estandar, es decir:
p-p)
ME = ZOL/ZSZ; = Z(x/Z T

El intervalo de confianza obtenido con la muestra de partida sera:

p+ME

- 2 p(d-p)

El tamafio de la muestra es n= (Z(x/Z) W

Ejemplo: un servidor de correo ha recibido 2.000 mensajes, de los cuales 250
son “SPAM”. Construid un intervalo de confianza del 96% para la proporcion
de mensajes “SPAM”, ;cuantos correos se han de estudiar en el servidor para
poder afirmar que el error entre la proporcién de mensajes “SPAM” recibidos
y la probabilidad de que el servidor reciba un “SPAM” sea menor que 0,03 con
una probabilidad del 95%?

Solucion:

El intervalo de confianza del 96% para la proporcién de la poblacién se obtie-

ne por medio de la ecuacion:

Nota

El pardmetro es p.

El estadistico es p.
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[ﬁ_za/z [ /wj
n n

Se deduce que p = % =0,125, n=2000, z, ;5 = 7o o2 = 2,054.

Por lo tanto, el intervalo de confianza de la proporcién poblacional al 96% es

0,125-2,054 /M, 0,125+2,054 [M =(0,1098; 0,1402).
2000 2000

Se podria decir que la proporcién de todos los mensajes Spam recibidos de la
poblacion estaran entre el 10,98% y el 14,02% (con un margen de error del
1,52% al nivel de confianza del 96%).

Se calcularéd el minimo tamafio de la muestra necesario para que el error sea

menor que 0,03 con una probabilidad del 95% es:

2p-(1-p) 20,125-0,875 ., 0,109
Pl (2h 005 2 21,967

’ = 466,75
0,025 0,032 0,0009

nZ(Za/z)

Por tanto, se deben estudiar 467 mensajes.

Ejemplo con Minitab: en el ejemplo anterior se comparan los intervalos
de confianza al 90 y el 99%, manteniendo constante el tamafo de la mues-
tra, para contestar a la siguiente pregunta: Conforme aumenta la amplitud
de un intervalo de confianza, ;aumenta o disminuye el nivel de confianza
asociado? En las figuras 12 y 13 utilizamos Minitab para analizar ambos es-

cenarios.

Figura 12. Resultado del Intervalo de confianza del 90% con Minitab

Test and Cl for One Proportion

Test of p = 0,125 w5 p not = 0,125

Sample X N Sample p 0% CI Z-Value P-Value
1 250 2000 0Q,125000 (0,l12836; 0,137164d) 0,00 1,000

Using the normal approximation.

Figura 13. Resultado del Intervalo de confianza del 99% con Minitab

Test and Cl for One Proportion

Test of p = 0,125 w3 p not = 0,125

Sample X N Sample p 99% CI Z-Walue P-Value
1 250 2000 0,125000 (0,105951:; 0,144049) 0,00 1,000

Using the normal approximation.

Notar que al aumentar el nivel de confianza, deberemos ampliar la amplitud
del intervalo a fin de “abarcar” un rango mayor para el pardmetro poblacio-

nal estimado.
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Intervalo de confianza para la varianza

¢{Como se puede construir un intervalo de confianza para la varianza pobla-

cional?

Primero se fijara el nivel de confianza 1 — a.. Se calcularé el estadistico.

es una observacion de una variable aleatoria x> con 1 — 1 grados de libertad.

Donde s2 es la varianza muestral de una muestra aleatoria de tamafo n to-

mada de una poblacién normal de varianza 2.

. 2
La figura 14 muestra los valores de la distribucién X -1 que cortan una pro-

babilidad de o/2 en las dos colas, es decir, los puntos criticos xzn,m/z y

2
X n-1, 1-0/2-

Figura 14. Gréfico de intervalo de confianza de la varianza

2
X w/2n-1 x2 1-a/2,n-1

Ejemplo de intervalo de confianza para la varianza

Una empresa de autobuses urbanos espera que las horas de llegada en diversas
paradas tengan poca variabilidad. La varianza de la muestra de 10 tiempos de
llegada de autobts fue s? = 4,8 minutos®. Suponiendo que la poblacién de
tiempos de llegada tiene una distribucién normal, se desea determinar un in-
tervalo de confianza del 95% para la varianza poblacional de los tiempos de
llegada.

2
- 2 _(n-1)s™ e
El estadistico de prueba: ¥~ =-———— tiene una distribucioén chi-cuadrado
c

con n—1=9 grados de libertad. Determinamos los valores X«_%'01975 =16,0471

y 130025 = 45,7222.
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El intervalo de confianza para la varianza de la poblacién sera:

2 2 . .
(2"—1)5 ;(’12—1)5 _ { 9-48 . 9-48 }=[0,94;2,69]minutos
o vwn Tvas | L457222716,0471

La raiz cuadrada de esos valores sera el intervalo de confianza de 95% para la
desviacién estandar: 0,97 <c<1,64.
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6. Contrastes de hipotesis para una poblacion

En este apartado se desarrollan métodos para contrastar hipétesis que permi-
ten comparar la validez de una conjetura o afirmacién utilizando datos mues-
trales. El proceso comienza cuando un investigador formula una hipétesis
sobre la naturaleza de una poblacion. La formulacién de esta hipotesis implica
la eleccion entre dos opciones; a continuacion, el investigador selecciona una
opcién basdndose en los resultados de un estadistico calculado a partir de una
muestra aleatoria de datos.

He aqui algunos ejemplos de problemas representativos:

1) Un investigador quiere saber si una propuesta de reforma fiscal es acogida
de igual forma por hombres y mujeres. Para analizar si es asi, recoge las opi-
niones de una muestra aleatoria de hombres y mujeres.

2) Una compariia recibe un cargamento de piezas. S6lo puede aceptar el envio
si no hay més de un 5% de piezas defectuosas. La decision de si aceptar la re-

mesa puede basarse en el examen de una muestra aleatoria de piezas.

3) Una profesora estd interesada en valorar la utilidad de hacer controles re-
gularmente en un curso de estadistica. El curso consta de dos partes y la pro-
fesora realiza estos controles s6lo en una de ellas. Cuando acaba el curso,
compara los conocimientos de los estudiantes en las dos partes del curso me-
diante un examen final y analiza la hipotesis de que los controles aumentan

el nivel medio de conocimientos.

Los ejemplos propuestos tienen algo en comuin. La hipétesis se formula so-
bre la poblacién y las conclusiones sobre la validez de esta hipdtesis se ba-
san en la informacién muestral. El test o contraste serd la herramienta que
nos permitird extraer conclusiones a partir de la diferencia entre las obser-
vaciones y los resultados que se deberian obtener si la hip6otesis de partida
fuese cierta.

Planteamiento del contraste de hipotesis

En la prueba de hipotesis se comienza proponiendo una hipotesis de partida

Hipotesis

acerca de un pardmetro poblacional. Esta hipotesis se llama hipotesis nula y

. . 2 . Y Y Con la misma hipétesis nula
se representa como Hj. A continuacion se define otra hipoétesis, la hipotesis podemos estudiar varias hip6-

alternativa, que es la opuesta de lo que se afirma en la hipétesis nula. La hi- tesis alternativas.
potesis alternativa se representa como Hj. El procedimiento para probar una
hipé6tesis comprende el uso de datos de una muestra para probar las dos ase-

veraciones representadas por Hy y Hj.

Las hipétesis expresan una afirmacién sobre el valor del pardmetro. Podemos

tener una hipoétesis nula del tipo Hy: 6 = 6.
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La hipotesis alternativa puede ser unilateral, como Hy: 6 > 65 0 Hy: 8 < 8, 0
bilateral, como Hjy: 6 # 6.

Una vez planteadas las hip6tesis nula y alternativa, debemos tomar una decision
a partir de las observaciones. Por otro lado, existen dos decisiones posibles:

1) Aceptar la hipo6tesis nula.

2) Rechazar la hip6tesis nula.

Errores en el contraste

Con el fin de llegar a una de estas dos conclusiones, se adopta una regla de
decision basada en la evidencia muestral. Por consiguiente, no se puede saber
con seguridad si la hipotesis nula es cierta o falsa. Por tanto, cualquier regla de
decision adoptada tiene cierta probabilidad de llegar a una conclusion falsa.
Como se indica en la tabla 1, pueden cometerse dos tipos de errores. Un error
que se puede cometer, llamado error de tipo I, es rechazar una hipoétesis nula
cierta. Si la regla de decision es tal que la probabilidad de rechazar la hipotesis
nula cuando es cierta es a, entonces a se llama nivel de significacion del con-
traste. La probabilidad de aceptar la hip6tesis nula cuando es cierta es (1 — o).
El otro error posible, llamado error de tipo II, ocurre cuando se acepta una
hipétesis nula falsa. La probabilidad de cometer este tipo de error, cuando la
hipétesis nula es falsa, se denota por . Entonces, la probabilidad de rechazar
una hipétesis nula falsa es (1 - B), y se denomina potencia del contraste.

Tabla 1. Errores y decisiones correctas en contrastes de hipétesis

Condicion de la poblacion

Hg verdadera Hy falsa

Aceptar Hy Decisién correcta | Error de tipo Il

Decision

Rechazar H, Error de tipo | Decisién correcta

Para plantear y resolver un contraste de hipotesis, es necesario:

1) Fijar las hipotesis nula y alternativa.

2) Fijar un nivel de significacion.

3) Determinar el estadistico de contraste y su ley.

4) A partir de aqui, tenemos dos métodos posibles:

4a) Calcular el p-valor asociado a nuestro estadistico de contraste calcula-
do. Comparar el p-valor con el nivel de significacién y tomar una decision.
4b) Calcular el valor critico. Comparar el valor critico con el estadistico
de contraste y tomar una decision.

Zona de aceptaciéon y zona de rechazo de la hipotesis nula

Ejemplo 1. “Contraste bilateral”

La parte del grafico (figura 15) sombreada en rojo corresponde a la zona en la
que rechazamos la hipétesis nula. La zona sin sombrear corresponde a la re-

gion de aceptacion de la hipotesis nula.

Regla de decision

Error de tipo I: rechazar una
hipétesis nula cierta.

Error de tipo Il: aceptar una
hipétesis nula falsa.

Nivel de significacion: la pro-
babilidad de rechazar una hi-
pdtesis nula que es cierta (esta
probabilidad a veces se expre-
sa en %, con lo que nos referi-
mos a un contraste de
significacién o. como un con-
traste al nivel 100 0.%).

Potencia: la probabilidad de
rechazar una hipétesis nula
que es falsa.

Atencion

Un nivel a = 0,05 significa que
aunque la hipétesis nula sea
cierta, los datos de cinco de
cada cien muestras nos la ha-
ran rechazar. Es decir, acepta-
mos que podemos rechazar la
hipétesis nula equivocadamen-
te cinco de cada cien veces.
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Figura 15. Grafico que muestra la zona de aceptacién y de rechazo de la hipétesis
nula en un contraste bilateral Recordad

Si tenemos una muestra de ta-
mafio n de una distribucion
N(p, 02), entonces

X—p
Z= O
Jn
1-a sigue una distribucién normal
estandar.
a2
~Zuz Zr2
Zona de rechazo Zona de aceptacion Zona de rechazo

Para determinar el valor z,/,, s6lo hay que imponer que el error de tipo I
(probabilidad de rechazar H( cuando es cierta) sea menor o igual que el ni-
vel de significacién a. Por ejemplo, para a. = 0,05 encontramos (por ejem-

plo, en las tablas de la normal) que z,/, = 1,96.

Para decidir si rechazamos la hip6tesis nula o no, usaremos el llamado esta- -
Validez del método

distico de contraste. Un estadistico de contraste es una funciéon de la muestra

El método es el mismo para

cualquier distribucién simétri-
ca, asi que también sirve si el
estadistico de contraste sigue
* Aceptaremos Hy si |z| <z, una distribucién t de Student.

cuya distribucién conocemos bajo la hipotesis nula.

 Rechazaremos Hy si |z|> Zy/2

Ejemplo 2. “Contraste unilateral inferior”

La parte del gréfico (figura 16) sombreada corresponde a la zona de rechazo de
la hipo6tesis nula. La zona sin sombrear corresponde a la region de aceptacion
de la hipétesis nula.

Figura 16. Gréfico que muestra la zona de rechazo de la hipétesis nula en un contraste
unilateral inferior

Zona de rechazo Zona de aceptacion
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Para a= 0,05 encontramos que -z, = —1,65. En este contraste unilateral se dice

que la probabilidad de la cola de la izquierda debe ser a.

e Aceptaremos Hy si Z > -z,
e Rechazaremos Hy si Z < -z,

Ejemplo 3. “Contraste unilateral superior”

La parte del gréfico (figura 17) sombreada en rojo corresponde a la zona en la
que rechazamos la hip6tesis nula. La zona sin sombrear corresponde a la re-
gion de aceptacion de la hipotesis nula.

Figura 17. Gréfico que muestra la aceptacion o no de la hipétesis nula en un
contraste unilateral superior

Zona de aceptacion Zona de rechazo

Para o = 0,05 encontramos que z, = 1,65. En este contraste unilateral se dice que

la probabilidad de la cola de la derecha debe ser a.

e Aceptaremos Hysi Z< z,

¢ Rechazaremos Hy si Z > z,

El p-valor

Existe otro método para examinar el contraste de la hipotesis nula. Obsérvese
que si se utiliza un nivel de significacion bajo se reduce la probabilidad de re-
chazar una hipoétesis nula verdadera. Eso modificaria la regla de decision para
que fuera menos probable que se rechazara la hip6tesis nula, independiente-
mente de que fuera verdadera o no. Evidentemente, cuanto menor es el nivel
de significacién al que se rechaza una hipétesis nula mayores son las dudas so-
bre su veracidad. En lugar de contrastar hipotesis a los niveles preasignados de
significacion, los investigadores a menudo hallan el nivel menor de significa-

cion al que se puede rechazar una hipétesis nula.

El p-valor es el menor nivel de significacion al que puede rechazarse una
hipétesis nula.

El criterio del p-valor es: rechazar Hy, si el p-valor < a.
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Interpretacion del p-valor

Se considera una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una po-
blacién que sigue una distribucién normal de media p y desviacion estandar
oy la media muestral calculada x. Se ha contrastado la hip6tesis nula

Hp :p=pgo frente ala alternativa Hy:p>pg

El p-valor del contraste es:

X — o
(¢}
Jn

donde Zp es el valor normal estdndar correspondiente al menor valor de

p-valor = P > 7, |Hp : 0= pg

significaciéon al que puede rechazarse la hipdtesis nula. La mayoria de los
programas informdticos estadisticos calculan el p-valor, este suministra
mads informacién sobre el contraste basdndose en la media muestral obser-
vada, por lo que se utiliza frecuentemente en muchas aplicaciones estadis-

ticas.

Ejemplo de aplicacién del p-valor: un grupo editorial emite un periodico es-
pecializado en informacioén econémica. El director del periddico desea saber si
el niimero medio de ejemplares diarios producidos y no vendidos es menor de
400. Para dar respuesta a esta pregunta, se toma una muestra formada por los
resultados correspondientes a 172 dias elegidos de forma aleatoria. La media
de dicha muestra es de 407 ejemplares no vendidos, con una desviacién estan-
dar de 38.

Utilizando un nivel de significacién de 0,05, realizad un contraste de hip6tesis

para responder razonadamente a la pregunta del director del periddico.

Solucioén:

1) Si se hace el contraste Hy: media poblacional = 400 contra Hy: media po-
blacional = 400.

Primero se calcula el estadistico de contraste para decidir si rechazamos la hi-
potesis nula o no.

S 38
La desviacion estandar de la muestra es: — = ——=2,89.
Jn 172

407 - 400
Fl estadistico serd z=—————=2,42, este valor es una observacion de una

2,89
distribucién N(0,1).

En este caso, por ser un contraste bilateral se divide el nivel de significacion
a por igual entre las dos colas de la distribucién normal. Por lo tanto, la pro-

babilidad de que Z sea superior Zz,/; o inferiora —Zq/2 es a. En este caso, el
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p-valor es la suma de las probabilidades de la cola superior y la cola inferior.

El p-valor correspondiente al contraste de dos colas es:

XG— Mol Za/2;
7

P(Z>|2,42|)=P(Z>2,42)+P(Z <-2,42)=2-0,00776 = 0,01552

p —valor =2P

Como 0,01552 es menor que el nivel de significacion propuesto (a = 0,05), se
rechaza la hip6tesis nula. No se puede afirmar que el namero medio de ejem-
plares diarios producidos y no vendidos sea de 400. Se acepta que es distinto
de 400.

2) Si se hace el contraste Hy: media poblacional = 400 contra H;: media pobla-

cional > 400, entonces el p-valor es la probabilidad “es la cola de la derecha”:

p—valor=P(Z)>z,
P(Z>2,42)=0,00776 <o = Se rechaza la hipotesis nula.

Se acepta la hipotesis alternativa, por lo tanto, se acepta que el nimero medio

de ejemplares diarios producidos y no vendidos es mayor de 400.

3) Si se realiza el contraste Hy: media poblacional = 400 contra Hy: media
poblacional < 400, entonces el p-valor es la probabilidad “es la cola de la
izquierda”:

p—valor=P(Z)<z

o

P(Z<2,42)=1-0,00776 =0,99224 > o = No se puede rechazar la hipotesis

nula.

Serechazara la hipotesis alternativa, luego el niimero medio de ejemplares dia-

rios producidos y no vendidos no es menor de 400.

Por tanto, a la vista de los resultados de los tres contrastes, la contestacion a la

pregunta del director seria:

“El niimero medio de ejemplares diarios producidos y no vendidos es mayor
de 400”.

Para calcular el p-valor se suele utilizar un software estadistico, como se vera
en ejemplos resueltos con Minitab.

Otro procedimiento: para resolver contrastes bilaterales utilizando intervalos

de confianza.
Ejemplo: supongamos que se plantea el siguiente contraste bilateral:

Ho: 1 =280, Hy: n # 280



CC-BY-SA » PID_00161059 34

Inferencia de informacién para una poblacion

Para probar esta hipo6tesis con un nivel de significacién o = 0,05, el tamafio de
la muestra es 36 y se determiné que la media muestral x =278,5 y la desvia-
cion estandar de las muestras s =12. Sustituyendo estos resultados con
20,025 = 1,96, vemos que el intervalo de confianza del 95% para la media de la

poblacion es:

_ s 12
X+1,96—— ; 278,5x+1,96—— ; 278,5 + 3,92
Jn J36

El intervalo sera: (274,58; 282,42).

El resultado permite llegar a la conclusioén de que, con un 95% de confianza,
la media para la poblacion esta entre 274,58 y 282,42. Como el valor supuesto
de la media de la poblacién py= 280 esta en el intervalo de confianza, la con-
clusién del contraste es que no se puede rechazar la hipétesis nula, por tanto,

aceptamos la hip6tesis de que: Hy: p =280.

Ejemplo de inferencia para una poblacion (utilizando Minitab)

Una caracteristica importante en el disefio de una pagina web es el tiempo que
el usuario tardara en abrir la pagina, que se considera una variable normal.
Con el objetivo de estimar el tiempo medio, se seleccionan al azar 101 paginas,
entre las que ha disefiado una empresa el Gltimo afio, obteniéndose los datos

siguientes (en centésimas de segundo):

Tabla 2. Tiempo de descarga de paginas web

Tiempo de descarga 55 60 62 64 65 69

Nimero de paginas 11 21 26 19 15 9

Observacion: se crea un fichero de datos en la hoja de Minitab, introduciendo
los datos de forma unitaria.

a) Se comprueba que la coleccion de datos sigue una distribucién aproxima-

damente normal.

b) Puede considerarse que el tiempo medio de apertura de las paginas de esta
empresa es de 62 centésimas de segundo, con un nivel de confianza del 90%.
(Qué resultado se obtiene? Razénese la respuesta del contraste a través del p-

valor.

c) Calctlese un intervalo de confianza a nivel del 90% para el tiempo medio

y coméntese si el resultado obtenido es coherente con el resultado esperado.

d) Finalmente, se realizara el mismo contraste que en el apartado b), pero su-

poniendo esta vez que no se conoce la desviacioén estandar.
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Solucioén:

a) Para comprobar la normalidad de los datos, se selecciona Stat > Basic Sta-
tistics > Normality Test. Asi se obtiene el gréafico de la figura 18.

Figura 18. Gréfico de normalidad

Probability Plot of tiempo de descarga (centésimas)
Normal

Mean 62,27
® StDev 3,561
® N 101
AD 3,088
954 P-Value <0,005

Por cien
S

017 T T T T T
50 55 60 65 70 75

Tiempo de descarga (centésimas)

Observando el p-valor se puede concluir que los datos siguen una distribucién
normal. Pudiendo asegurar que X sigue una distribucién normal, la media

muestral también sigue una distribuciéon normal.

b) El contraste de hipotesis serd Hy: p =62 vs. Hy: p # 62. Es un contraste bi-
lateral a un nivel de confianza de 0,90 (figura 19).

Figura 19. Pasos a seguir para realizar el contraste de hipétesis

1-Sample 7 (Test and Confidence Interval) |><|

{+ Samples in columns:

‘tiernpo de descarga (rentésimas)

 Summarized data

Sample.size; i

[Mear

Standard deviation: I 3,561

v Perform hypothesis test

Hypothesized mean: | 62
Select | araphs. .. | Dpkions... I
Help | K I Cancel |
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Los resultados de Minitab son los que muestra la figura 20.

Figura 20. Resultados del contraste de hipdtesis e intervalo de confianza del 90% (desviacion
tipica poblacién conocida)

One-Sample Z: tiempo de descarga (centésimas)

Test of mu = 62 w3 hot = 62
The assumed standard dewiation = 3,561

Variable N Mean StDev 3SE Mean g0% CI Z
tiempo 101 62,267 3,561 0,354 (6l,685; 6Z,850) 0,75
Variable P

tiempo de descarga (cent.) 0,45l

Se observa que el p-valor es 0,451, por lo tanto, como p-valor > a = 0,10, no se
puede rechazar la hipoétesis nula, luego se acepta que el tiempo medio es de 62

centésimas por segundo.

c) El intervalo de confianza para el tiempo medio es (61,685; 62,850), es co-
herente con los resultados esperados, ya que contiene al valor medio de 62
centésimas de segundo.

d) Analogamente se realiza el contraste de hip6tesis para la media de la pobla-
cion con desviacion tipica desconocida, se selecciona Stat > Basic Statistic >
1-Sample t, obteniéndose los resultados de la figura 21.

Figura 21. Resultados del contraste de hipétesis e intervalo de confianza del 90% (desviacién
tipica poblacién desconocida)

One-Sample T: tiempo de descarga (centésimas)

Test of mu = 62 w3 not = 62

Variable N Mean StDev SE Mean qo0% CI T
tiempo 101 62,267 3,561 0,354 (6l,6879; 6Z,856) 0,75
Variable P

tiempo de descarga [cent.) 0,452

El p-valor es 0,452 > 0,10, nos indica que se puede aceptar la hipétesis de que

el tiempo medio es de 62 centésimas por segundo.

Continuando con el mismo ejemplo, se va a considerar que una pagina no es
satisfactoria cuando tarde en ser descargada mds de 68 centésimas. Los progra-
madores afirman que el porcentaje de paginas para las que el tiempo de des-

carga no es satisfactorio no supera el 10%.

e) Se calcularad un intervalo de confianza para la proporcién de paginas no sa-

tisfactorias, a un nivel de confianza del 95%.

f) (Hay evidencias, al nivel 0,05, para rechazar la afirmacion de los programa-
dores? Se plantearan las hipo6tesis que se deben contrastar y se efectuara el con-

traste.

e) Para calcular el intervalo de confianza de la proporcién de paginas no sa-
tisfactorias, a un nivel de confianza del 95%, se selecciona Stat > Basic Statis-
tics >1 Proportion (figura 22).
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Observando la figura 23 de datos, se ve que inicamente hay 9 paginas que su-
peran las 68 centésimas de segundo, o lo que es lo mismo, 9 paginas de las 101
se considera el tiempo de descarga no satisfactorio.

Figura 22. Pasos a seguir para obtener un intervalo de confianza del 95% para la proporcién

1 Proportion (Test and Confidence Interval)

£ Samples in columns: 1 Proportion - Options

'tempo de descarga (centesinias)
Confidence level: | SR

' Summarized data Alternative:

Mumber of events: | a

MNurnber of trials: 101

|n0t equal hd i

¥ Use test and interval based on normal distribution

K I Cancel

[ Perform hypothesis test

Hypothesized proportion: 0,1 Help |

Select | Options. .. |
Help | oK | Cancel |

Figura 23. Resultados del intervalo de confianza del 95% para la proporcién de paginas no
satisfactorias

Test and Cl for One Proportion

Test of p = 0,1 w2 p not = 0,1

95% CI
{0,033546; 0,144671)

SJample x N
1 9 10l

Z-Value
-0,36

P-Value
0,715

Sample p
0,059108

Uzing the normal approximation.

El intervalo de confianza obtenido con un nivel de confianza del 95% es
(0,033546; 0,144671).

f) Debemos plantear un contraste unilateral para la proporcién de paginas no
satisfactorias:

Hy:p=0,1,

Hy:p> 0,1,}' donde p representa la proporciéon de paginas para las que el

tiempo de descarga no es satisfactorio (figura 24).

Figura 24. Pasos a seguir para realizar el contraste de hipétesis

1 Proportion (Test and Confidence Interval)

" samples in columns:

1 Proportion: - Options

Confidence level: |
|greater than = I

'tempo de descarga (centesinias)

' Summarized data Aleernative:

Mumber of events: | a

Nurmber of trials: 101 ¥ Use test and interval based on narmal distribution

[54 I Cancel

¥ Perform hypothesis test

Hypothesized proportion: 0,1 Help |

Options. .. |

Cancel |

Seleck |
Help | oK |
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Figura 25. Resultados del contraste de hipétesis para la proporcion de paginas

Test and Cl for One Proportion

Test of p = 0,1 w2 p = 0,1

95% Lower
Sample X N Sanmple p Eound
1 % 101 0,058%109 0,04z479

Using the normal approximation.

EZ-Walue
-0,36

P-Value
0,642

Segin se muestra en la figura 25, el p-valor del contraste vale lo siguiente: p-

valor = 0,642. Como es mayor que 0,05, se acepta la hip6tesis nula, luego se

acepta la afirmacion de los programadores de que el porcentaje de paginas no

supera el 10%.
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Resumen

En este mo6dulo se presentan las distribuciones muestrales. Se analiza coémo se-
leccionar una muestra aleatoria simple, como se pueden emplear los datos ob-
tenidos con ella para desarrollar estimaciones puntuales de los pardmetros de
poblacién. La distribucién de probabilidad de estas variables aleatorias se lla-
ma distribucion muestral. En particular, se describen las distribuciones de la me-
dia de la muestra x, de la proporciéon muestral Za y de la varianza muestral
s2. Después de desarrollar las férmulas de la desviacion tipica o error estandar
para esos estimadores, se indica que el teorema central del limite es la base
para usar una distribucién normal de probabilidades y aproximar esas distri-
buciones muestrales en el caso de muestra grande.

Ademas, también se desarrollan estimaciones de intervalos de confianza de
parametros de una poblacién. En este médulo se han utilizado la distribucién
Z normal estandar, la t de Student y la chi-cuadrado 1 para construir interva-
los de confianza. Se determina el tamafio de muestra necesario para que los

estimadores de intervalo de p y de p tengan un nivel especificado de precision.

Finalmente, en este modulo se ha presentado la metodologia para realizar
contrastes clasicos de hipoétesis, comenzando con los argumentos para tomar
decisiones en condiciones de incertidumbre. Las decisiones se toman recha-
zando una hipétesis nula si hay pruebas contundentes a favor de la hip6tesis
alternativa. Pueden cometerse dos tipos de error: un error de tipo I, que se co-
mete cuando se rechaza la hipétesis nula, cuando es verdadera, y un error de
tipo 1I, que se comete cuando no se rechaza la hip6tesis nula, cuando no es
verdadera, presentando diversos métodos y reglas de decision especificos para
realizar contrastes. La regla de rechazo para todos los procedimientos implica
comparar el valor del estadistico con un valor critico y también utilizando el
p-valor para pruebas de hipotesis, la regla es rechazar la hipoétesis nula siempre
que el p-valor sea menor que o.
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Ejercicios de autoevaluacion

1) Una biblioteca presta un promedio de n =320 libros por dia, con desviacién estandar ¢ =
75 libros. Se tiene una muestra de 30 dias de funcionamiento, y x es la cantidad de la media
de la muestra de libros prestados en un dia.

a) Presente la distribucién muestral de X.

b) ;Cual es la distribucion estandar de x?

c) (Cuadl es la probabilidad de que la media de una muestra de 30 dias sea entre 300 y 400
libros?

d) ;Cudl es la probabilidad de que la media de una muestra sea de 325 o més prestamos dia-
riamente?

2) Un investigador informa los resultados de una encuesta diciendo que el error estdndar de
la media es de 20.La desviacion estandar de la poblacion es de 500.

a) ;De qué tamario fue la muestra que se usd en esta encuesta?
b) ;Cudl es la probabilidad de que el error estimado quede a +25 o menos de la media de la
poblaciéon?

3) Cada curso escolar, una prestigiosa universidad oferta becas a sus estudiantes para ampliar
estudios en el extranjero. De la experiencia recogida en anteriores convocatorias, se observa
que las calificaciones medias de los expedientes aspirantes a obtener una beca se distribuyen
segiin una normal de media 6,9 puntos y desviacion estandar 0,7 puntos. Para entender la
aplicacion del teorema central del limite, generar con Minitab 50 muestras aleatorias de 100
observaciones cada una, que corresponden a la poblacién normal anterior N(6,9, 0,7).

a) Calcular en una nueva columna la media de las 50 muestras anteriores.

b) Comentar los resultados haciendo referencia al teorema central del limite.

c) Realiza el dotplot asociado a una de las muestras.

d) Compara estos resultados con la media de la poblacién, y el valor de la desviacién estandar
de la media muestral con la desviacién estandar de la poblacién y explica la relacién entre
ambos valores.

4) Un estudio previo nos dice que el servicio de préstamo diario de libros de las bibliotecas
de una ciudad sigue una distribucién normal con una media de 300 ejemplares prestados,
con una desviacion estdndar de 10. Una inspeccién quiere verificar si estos datos son correc-
tos. Para hacerlo, coge una muestra de los préstamos diarios de 10 bibliotecas y obtiene una
media de 285 ejemplares prestados.

a) ;Cuadl es la probabilidad de que si la media es verdaderamente de 300 ejemplares prestados
se obtenga una media de préstamos igual o inferior a los 285 ejemplares en las 10 bibliotecas
que componen la muestra?

b) Determinar un intervalo de confianza del 90% para la media de préstamos teniendo en
cuenta los datos de la muestra.

¢) {Qué decision légica deberia tomar el inspector?

5) En la pagina web de una editorial aparecen dos nimeros de teléfono. Hemos comprobado,
después de analizar 400 llamadas del teléfono, que el intervalo entre llamadas tiene una va-
rianza de 2.

Suponiendo normalidad, indicad si podemos considerar, a un nivel de confianza del 90%,
que la varianza del intervalo entre llamadas del primer ntimero es inferior a 1,7.

6) El responsable de comunicaciones de un centro de documentacién afirma que la media
del tiempo de transferencia de un fichero de tamafio 2Mb es superior a 30 segundos. Para
comprobar esta afirmacién se tomo6 una muestra de tiempos de transferencia de 12 fiche-
ros de 2Mb, obteniendo que la media y la desviacién estdndar muestrales valen
x=30,2, s=1,833 (en segundos).

a) Suponiendo que el tiempo de transferencia se distribuye normalmente a partir de los datos
muestrales obtenidos, ;tenemos suficientes evidencias para aceptar la afirmacién del respon-
sable? (Tomad a = 0,05). Encontrad el p-valor del contraste.

Si ademas de disponer de estas observaciones nos hubiesen dado como informacién adicio-
nal (obtenida de experiencias previas) que la varianza del tiempo de transferencia es de
6>=9,2 segundos?, ;hubiéramos llegado a la misma conclusién que en el apartado anterior?
Encontrad el p-valor del contraste (Tomad a = 0,05).
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Solucionario

1

a) Normal con p = 320y desviacion tipica 13,69
b) 13,69

c) 0,8558

d) 0,3557

2)

a) 625
b) 0,7888

3)

De esta manera obtenemos las 50 muestras con 100 observaciones cada una.

+ ] c2 c3 lor | c5 C6 c7 c8 ] C10 c1 Cc12 13 C14 c15 C16 ﬂ

1 | 602255 751039 756941| 673114 639504 7,27531| 649352 707443 772762 BO1131 G51624| 731135 570901 7,18919| 623128| 7 9860
? | 552796| 723362| 863014 7657923 652915 750193] BA0251) 683211| B,08951| 708634 744647 736977 694125 6082865 008839 607H
3| 589460 6,19736| 748944| 716762 7 30042| 623994| 555889| 597665 665836| 7.20623| 6,29604| 650873| 7.42008| 663113| 7,64683| 7277
4 | 791373 653974 5,58954) 774717| 7.75320| 693165 6,G663| 504975 784452 735052 662743 751428 B631124) 659273 BEE213| 5852
5 | 698531| B54005| 783251 G71421| 576995 648673 647134 6576821 757085 GOE200 726595 755506 7,85420) 822074 720608 547H
6 | 6,38379| B,14155| 526726 720067 BA9716| 626790| 7,12565 562245| BE1010| 749986 699193 576598 732813 552918) 7.05477| 5853
7 | 698679 750850 7OR136) 730100 BE1602) 720820 6,00421| 649912 602260 726351 536631 693591 784171 GH1063| 650505 62635
8 | 520190 855299| 820722 729348 6518980 774508| 695579 74670B| 755387 782200 722971 712366 7.03669| 601653 828156 69570
9 | 585308 B42670| 724762 750398 G466E2| 732013 642494 5695820 G613576| 679857 7,15053 640466 6,35444 624852 605964 5,’2?;';'
A

Current Warksheet: Workshest 1 [18i19

a) En la columna C101 se muestran las medias maestrales.

+ 98 99 C100 C101

1 | 5494595 733352 6459861 684032
2 | 727693 557569 513667 690402
3 | 6.O66a4| 696175 75925 657066
4 | 785986 610293 709721 687309
5 | 70BB902 492515 713723 689323
6 | 651449 578576 718556 681035
7 | 746093 67470 589898 687570
8 | 541243 705719 7BOB37 | 698557
9 | BBES92| 703988 V55058 685254

Current Worksheet: Worksheet 1

b)

dotplot: C1; C101
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c) Tras haber generado 50 muestras de datos provenientes de una distribucién normal de me-
dia 6,9 y desviacién estandar 0,7, observamos que el primer dotplot parece corresponder a una
distribucién normal.

Asimismo, el segundo dotplot corresponde a la distribucién de las medias de las muestras y
también corresponde a una distribucién normal.

Esto indica que las medias de estas muestras siguen una distribucién normal. Esta propiedad
es la que enuncia el TCL, sea cual sea la distribucién de los datos, la media muestral (con un
tamario de muestra n suficientemente grande) de una coleccién de datos sigue una distribu-
cién normal.

d) Estudiaremos la distribucién de estas medias muestrales:

Descriptive Statistics: C101

Wariahle N HMean Median TrHMean 3tDhevw 3E Mean
clol 50 &,9035 6,3914 6,901l6 0,0660 0,0093
Wariable Minimum Maxinum 01 03

Clol &,7837 7,0412 &6,8507 56,9603

Histogram of C101, with Normal Curve

Frequency

6,75 6,85 6,95 7,05
c101

El histograma de frecuencias se aproxima a la curva normal, es simétrica.
La media muestral coincide con la media de la poblacién, p=X=6,9.
La desviacién estandar de la media muestral sera aproximadamente el error estandar.

Si la variable tiene desviacién estdndar conocida s (en la poblacidn), el error estdndar se pue-
de calcular como:

c
Jn
Como consecuencia, podemos decir que la media muestral sigue una distribucién normal

Ny, 2 ), que se puede aproximar a una N(0,1), realizando un cambio de variable (tipifica-
n

In

cion): Z = XK

i
4)

a) Si estandarizamos la puntuacién de 285, resulta un valor z de —4,74, lo que supone (mi-
rando las tablas de la normal) aproximadamente que el 0% es la probabilidad de obtener di-
cha puntuacion.

p(X <285) =p(z< 2852300y = pz<-4,74)~0

VA
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b) El intervalo de confianza es:

Za/Z, = 1,64
I=285 +1,64- 10 _2851517 [279,83; 290,19]
J10

c) 300 esta fuera del intervalo y, por lo tanto, con un nivel de confianza del 90%, podremos
afirmar que la media no llega a 300 ejemplares, sino que estd por debajo.

5) La hipoétesis nula es o* =1,7 y la alternativa es o* < 1,7.

_ 2
Fl estadistico de contraste es: y* = w, donde s? es la varianza muestral. Entonces

x’ = 469,412 y su distribucién es la de x* la con 400-1 = 399 grados de libertad.

En este caso, el p-valor vale P(Xz< 469,412) = 0,991406 y por lo tanto, no rechazamos la hi-
pétesis nula: no podemos afirmar que sea inferior a 1,7. El valor critico es 363,253.

6)

a) Hemos de hacer el contraste de una media con varianza desconocida. Las hipotesis nula y
H,:p=30

H, :p>30

alternativa son: , donde p representa la media del tiempo de transferencia de un

fichero de 2Mb. El estadistico de contraste es t =0,378. El valor critico valdra: t,,,, =1,80.
Como que t <ts,,, aceptamos la hipétesis nula y concluimos que la afirmacién del respon-
sable es cierta. Si quisiéramos hallar el p-valor, éste seria: p = p(t,, > 0,378) ~ 0,36. Como es

un p-valor alto, mayor que 0,05, aceptamos la hipétesis nula tal y como hemos hecho antes.

b) Hemos de hacer el contraste de una media con varianza conocida.

Hy:n=30

La hipétesis nula y la alternativa son:
H,:p>30

, donde p representa la media del tiempo

de transferencia de un fichero de 2Mb.

x-30
c/\/ﬁ'

estandar poblacional. La distribucién de z es la de una normal N(0,1). La media y la desvia-

El estadistico de contraste es: z = donde X eslamedia muestral y o es la desviaciéon

cién estandar poblacionales valen respectivamente: X =30,2, 6 =4/9,2 ~ 3,03. El valor del

estadistico de contraste es: z ~0,228.

El valor critico valdré: z,; ~1,645. Como z<z,,, volvemos a aceptar la hipétesis nula y
concluimos que la afirmacién del responsable no es cierta. Si quisiéramos hallar el p-valor,
éste seria: p = p(z>0,228) ~0,41. Como es un p-valor alto, mayor que 0,05, aceptamos la

hipotesis nula como hemos hecho anteriormente. Por tanto, hemos llegado a la misma con-
clusién que en el apartado anterior.



